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1 Wstep

Rozpatrywane w ¢wiczeniu zadanie, opracowane na podstawie
[1, 2], jest ciekawe samo w sobie, jednak ma jeszcze te dodat-
kowa (a moze nawet gléwna) zalete, ze ilustruje szeroka klase
metod rozwiazywania zadan ,ciagtych” poprzez ich dyskrety-
zacje.

Wezmy pod uwage problem wyznaczenia krzywej na plaszczyz-
nie XY w taki sposéb, aby powierzchnia zawarta miedzy ta
krzywa a osiag X byla mozliwie najwieksza. Z zalozenia be-
dziemy rozpatrywaé jedynie krzywe postaci

={(z,9) [y = f(2)}, (1)

gdzie f : [0, a] — R. Oznacza to, ze dla danej wartosci zmien-
nej z istnieje tylko jeden y, wyznaczony przez y = f(x). Za-
ktadamy rowniez, ze

f(0) = f(a) =0. (2)

Dlugosé rozpatrywanej krzywej nie moze przekracza¢ zadanej
wartosci L, czyli

/a V14 f(z)?dz < L. (3)
0

Zagrodzona powierzchnia A jest réwna

-/ " fa)ds. (4)

Dodatkowo, zgdamy aby rozpatrywana krzywa przechodzi-
ta przez pewne zadane punkty, tzn. dla pewnych ustalonych
{th cee atj} oraz {ylv s 7gj}7 mamy f(l' = tk) = Uk, dla
k=1,...,7. Ponadto naktadamy ograniczenia na maksymalng
krzywizne

If (@)l < C, (5)

gdzie C jest pewna ustalona stala.
Posumowujac, rozpatrywane zadanie jest postaci

ximiz ’ d

maximize /0 f(z)dz (6a)

subject to /a V14 f(z)2de < L (6b)
0
[f (@) < C (6¢)
f(I:tk):ykv kil,,j (Gd)

dla pewnych ustalonych {t¢1,...,t;} oraz {g1,...,9;}

Azeby sformulowaé tak postawione zadanie jako zadanie opty-
malizacji skoniczenie wymiarowej (ang. finite dimensional opti-
mization problem), dyskretyzujemy zmienna x. Kladziemy
x; = (—1)h,i=1,...,N 4+ 1, gdzie h = a/N jest krokiem

dyskretyzacji, mamy z; = 0, xy+1 = Nh = a. Oznaczamy
yi = f(x;), wowczas

|t

fl@)h=h Z Yi. (7)
Wyrazenie
N
h Z Yi (8)
i=1

jest zatem funkcja celu.
Ograniczenie dlugosci krzywej mozna napisa¢ w postaci

2
hZ (M) <L, 9)
gdzie przyjmujemy, ze
Yi Yi
fli) = = (10)

h
1+ f'(x)?,

mozemy napisaé

Oznaczajac g(z) =

| VP = [ g
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Zauwazmy, ze wyrazenie \/ h? + (yit1 — yi)2 jest dlugoécig od-
(Tit1, Yit1)-
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cinka laczacego punkty (x;,y;) i

Dodatkowo, zadamy aby rozpatrywana krzywa przechodzila
przez pewne zadane punkty. Oznaczmy zbiér indekséw tych
punktéw przez

FC{l,... N+1}. (12)
fixed

Przyjmujemy, ze dla j € F mamy y; = y; fixed

, gdzie y
RYN*1 (elementy wektora y*¢d ktérych indeksy nie naleza do
F ignorujemy). Wystepujaca w ograniczeniu krzywizny

[f"(@)<C (13)
druga pochodng przyblizamy ilorazem
f//(xi) ~ / (xz+1) / (xz) (14)

h



skad otrzymujemy warunek

_C g y1+2 y’L+1 +y'L < 07

3 < i=1,...,N—1. (15

Podsumowujac, nalezy rozwiaza¢ nastepujace zadanie optyma-
lizacji

N
maximize h Z Yi (16a)
i=1
a h
subject to <L 16b
! ; L/iﬂ - yi:| (16b)
Yi+2 — 2Yit1 + Y .

12 <C,i=1,...,N—1 (16¢)
y1=0 (16d)
yn+1 =0 (16e)
yi =y, jeF (16f)

wzgledem zmiennych y1,...,yn+1, ktére jest zadaniem wypu-
klym.
2 Zadania

Zadanie 1. Nalezy wyznaczy¢ poszukiwana krzywa (tzn.
punkty y1,...,yn+1) dla danych z pliku isoPerimData.mat
oraz wygenerowa¢ odpowiedni wykres (Rys. 1).
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Rysunek 1: Wykres funkcji f(z) maksymalizujacej calke
foa f(x)dz przy zadanych ograniczeniach.

Modyfikacje zadania
Rozpatrzy¢ zadanie:

(a) minimalizacji pola pod krzywa (Rys. 2),
[Odp. A = 0.1746]

(b) minimalizacji pola pod krzywa przy nieujemnych zmien-
nych optymalizacyjnych (Rys. 3),
[Odp. A = 0.1890]

(c) maksymalizacji pola pod krzywa przy usunieciu ograni-
czenia na maksymalna krzywizne.
[Odp. A = 0.6016]

Zinterpretuj otrzymane wyniki.
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Rysunek 2: Wykres funkcji f(z) minimalizujacej calke
foa f(x)dx przy zadanych ograniczeniach.
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Rysunek 3: Wykres funkcji f(z) minimalizujacej calke
foa f(x)dx przy zadanych ograniczeniach oraz dodatkowym
warunku nieujemnosci zmniennych optymalizacyjnych.

Poniewaz zadania rozwiazujemy korzystajac z pakietu CVX
[3], nalezy zwrécié uwage na nastepujace kwestie. Mozemy za-
cytowaé nastepujacy fragment [3]:

As another example consider the function

V2 +1= H [ﬂ H , which is convex. If it is written
2

norm( [ x; 1 1)

(assuming x is a scalar variable or affine expression)
it will be recognized by CVX as a convex expres-
sion, and therefore can be used in (appropriate)
constraints and objectives. But if it is written as

sqrt( x°2 + 1)

CVX will reject it, since convexity of this function
does not follow from the CVX ruleset.

Druga kwestig na ktéra trzeba zwrdci¢ uwage jest réznica mie-
dzy zmiennymi optymalizacyjnymi (ang. optimization varia-
bles) a zmiennymi wyrazeniowymi (ang. expression holders).



Szczegbdlowa dyskusje na ten temat mozna znalezé w [3] w pod-
rozdziale 4.8 Assignment and expression holders. Tutaj poda-
my krotki przyktad. Otéz zaldézmy, ze chcemy zminimalizowaé
sume kwadratéw elementéw pewnego wektora x € R”, czyli

ktéry jest zmienna optymalizacyjna, przy ograniczeniu Az < b,
gdzie macierz A i wektor b maja odpowiednie wymiary i sa
znane. Oczywidcie mozemy to zrobi¢ za pomoca kodu

cvx_begin
variable x(n)
minimize ( x’*x )
subject to
Axx <= Db
cvx_end

Mozemy jednak skorzystaé ze zmiennych wyrazeniowych i na-
pisa¢ nastepujacy kod

cvx_begin
variable x(n)
expression s
s = 0;
for k = 1:n
s = s + (x(k))"2;

end
minimize ( s )
subject to
Axx <=Db
cvx_end

Oczywiscie pierwszy kod jest krétszy i bardziej przejrzysty,
zatem mozemy powiedzie¢, ze jest lepszy. Jednak w wielu sy-
tuacjach zmienne wyrazeniowe moga by¢ bardzo uzyteczne,
zadanie izoperymetryczne postaci (16) jest tutaj dobrym przy-
ktadem.
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