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1 Filtry cyfrowe

1.1 Filtry cyfrowe jako uktady dynamiczne

[1, 2] Filtr cyfrowy jest ukladem dynamicznym typu SISO
(ang. single input, single output). Wymuszeniem (sygnalem
wejSciowym) jest ciag {u(k)}, gdzie k € Z jest dyskretnym cza-
sem. Odpowiedzig (sygnalem wyjsciowym) jest ciag {y(k)}. W
dalszym ciagu bedziemy uzywaé skrétowej notacji uy = u(k)
oraz yr = y(k). Filtarmi typu FIR (ang. finite impulse re-
sponse), czyli tzw. filtrami o skoficzonej odpowiedzi impulso-
wej (SOI), nazywamy filtry, dla ktérych zachodzi

n—1
Yk =Y hiug_i, k€L (1)
=0

gdzie skonczony ciag {ho,...,hn—1} nazywamy odpowiedzia
impulsows filtru. Jest to dopowiedz filtru na wymuszenie im-

pulsowe
1 dlak=0
uy, = (2)
0 dla pozostatych

tzn.
hy dla0<k<n-—1
k= (3)
0  dla pozostatych

Przykladem filtru FIR jest tzw. filtr MA (ang. moving average)
drugiego rzedu
1

Yk = 5w +up-1), ke€Z (4)
o odpowiedzi impulsowej {%, %}
Dyskretng transformatg Fouriera (DFT, ang. discrete Fourier
transform) odpowiedzi impulsowej (czyli ciagu {ho, ..., hn—1})
nazywamy funkcje zespolong H : R — C zdefiniowana wzorem

H(w) = Z_: hpe @k, w € [—m, 7. (5)
k=0

Funkcja H(w) charakteryzuje zachowanie filtru dla wymu-
szen okresowych, w szczegdlnodci, jesli up, = e“X, to y, =
ﬁ(w)eiwﬂk. Ze wzoru (5) wynika, ze jesli hg,...,h,—1 € R, to
H(w) jest funkcja okresowa, z okresem 27, ponadto H*(w) =
H(—w). Z uwagi na te wladciwosci analize funkeji (H)(w) moi-
na ograniczy¢ do przedziatu [0, 7).

1.2 Filtry FIR z liniowa fazg

Wazna klase filtréw FIR stanowia tzw. filtry pierwszego rodza-
ju z liniowa faza (ang. type I linear-phase filters), dla ktérych
n = 2N + 1 oraz

hy =hp-1-k, k=0,...,n—1. (6)
Dla filtréw tych zachodzi
Hw)=e“NH(w), wel0,n] (7)

gdzie H(w) jest funkcja o wartosciach rzeczywistych

N-1
H(w)=hy+2 Y hgcos((N — k)w) (8)
k=0

ktéra nazywamy odpowiedzia amplitudowa (ang. amplitude re-
sponse) filtru.
Funkcja H(w) jest zespolna, zatem

H(w) = | H(w)]e". (9)

Wprowadzmy oznaczenie

-1 dla x <0,
sgn(z) =40 dla z=0, (10)
1 dla x > 0.

jest to tzw. funkcja signum. Ze wzoréw (7) i (9) wynika, ze
faza rozpatrywanego filtru, dana wzorem

¢ = —sgn(H(w)wN, (11)
moze nie by¢ funkcja ciggla oraz ze
1H (@)l = [H )] (12)

Czasami wygodnie]j jest poshugiwaé sie tzw. ciagla fazg liniowa
(ang. continuous linear phase)

O(w) = —wN (13)

oraz odpowiedzia amplitudowa H(w), niz faza ¢ =
—sgn(H (w))wN imodutem ’f{(w) ‘ W naszym przypadku, ko-

rzystajac ze wzoru (8) mozna napisaé

’H(w) = aT(w)h‘ (14)
gdzie
ho 2 cos(wN)
hy 2cos(w(N — 1))
h=| i |. alw)= z NE)
hn_1 2 cos(w)
hy 1

1.3 Specyfikacja projektowa dolnoprzepusto-
wego filtru FIR

Projektowanie filtru FIR z reguly polega na dobraniu odpo-
wiedzi impulsowe;j

{hoy- . hu-1} (16)

w taki sposob, aby otrzymaé zadany ksztalt odpowiedzi am-
plitudowej H(w). Przykladowo mozna zazadaé, aby filtr prze-
puszczal sygnaly o niskich czestosciach a blokowal sygnaly o
wysokich czesto$ciach, méwimy wéwezas o tzw. filtrze dolno-
przepustowym. Ograniczenia te mozemy bardziej sprecyzowac,
w szczegdlnodci:



1. Ograniczenia pasma przepustowego (ang. pass-band con-
straints)

1-0, <HW) <1446, wel0, Q) (17)
gdzie €, jest tzw. czestoscia pasma przepustowego (kré-
cej: czestoscia przepustowa), za$ 6, > 0 odpowiada
maksymalnej dopuszczalnej wartosci tetnien pasma prze-
pustowego (ang. pass-band ripple) dla niskich czestosci
(Rys. 1).

2. Ograniczenia pasma zaporowego (ang. stop-band constra-
ints)
*5s < H(UJ) < 557

w € [Qy, 7 (18)

gdzie Qs jest tzw. czestodcia pasma zaporowego (krécej:
czestoscia zaporowa), za$ ds > 0 odpowiada zadanemu
poziomowi tlumienia (ang. attenuation level) dla wyso-
kich czestosci (Rys. 1).

12 !

TB - transition band

08

06

liczba nieréwnoéci liniowych wzgledem h

1—0p < H(w;) <1406, i=1,...,N,. (20)
czyli zgodnie ze wzorami (14) i (15)
1-60p<a™(w)h <140, i=1,...,N,. (21)
W podobny sposéb wybieramy zbidr czestosci
{wNp+1,wNp+2,...,wNp+Ns} (22)

z obszaru [Qg, w] wysokich czestosci oraz przyblizamy ogra-
niczenie zwiazane z pasmem przepustowym skonczong liczba
nieréwnoéci liniowych wzgledem h

Sy < H(w) <08y, i=Ny+1,...,Ny+N,. (23)
czyli zgodnie ze wzorami (14) i (15)
—0s < a®(wi)h <ds, i=Np,+1,...,N,+N;. (24)

1.5 Projektowanie filtréw FIR metoda mini-
malizacji tetnien

Biorac pod uwage dotychczasowe rozwazania mozemy sformu-

m04r 1 towaé zadanie projektowania filtru FIR jako zadanie optymali-
02 : zacji LP (ang. linear programming). Przykladowo, mozna usta-
S g S— li¢ warto$¢ 6s > 0 i znalezé h € RVT! i §, € R tak, aby
o2k passband  ; TB stop band i zminimalizowaé tetnienia w pasmie przepustowym
0 )
o 0 5 2015 a6 pare . minimize d, (25)
w ,0p
Rysunek 1: Oznaczenia uzywane przy projektowaniu filtru subjectto 1 —0dp, < a’(wi)h <1+ Op
dolnoprzepustowego. 1—-0p <a"(w2)h <1+6,
1.4 Dyskretyzacja czestosci '
1-6,<a"(wn,)h <1+6,
Wybieramy skonczony zbiér czestosci —8, < a"(wy,41)h < 6
{w17w27"‘7wNp} (19) _65 < GT(WNP+2>h< 65
nalezacych do obszaru niskich czestosci [0, Q] oraz przybli- :
zamy ograniczenie zwigzane z pasmem zaporowym skonczong ds < a’(wn, 4N, )h < 5
|
Oznaczajac )
a”(wy) 2cos(w1N)  2cos(w1 (N —1)) -+ 2cos(wy) 1 1
a”(ws) 2cos(waN)  2cos(wa(N —1)) -+  2cos(ws) 1 1
Ap = . = . . . . ) 1= . ) (26)
la" (wn,) 2cos(wn, N) 2cos(wn, (N —1)) 2cos(wn,) 1 1
[ a™ (wn,+1) 2cos(wn,+1N)  2cos(wn,41(N —1)) ---  2cos(wn,+1) 1
a” (wn,+2) 2cos(wn,+2N)  2cos(wn,42(N — 1)) 2cos(wn,+2) 1
AS = . = . . . . 9 (27)
la" (wn,+N,) 2cos(wn,+ N, N) 2cos(wn,+n, (N — 1)) 2cos(wn,+n,) 1
[
mozna napisaé zadanie (25) w bardziej zwartej formie co prowadzi do zadania LP
minimize dp (28) minimize g (29)

»¥p

(1-6,)1< Aph < (1+6,)1
8,1 < Ash < 61

subject to

Mozna réwniez zminimalizowaé poziom thumienia g przy ogra-
niczeniu nalozonym na tetnienia w pasmie przepustowym d,

» Os

subjectto (1 —6,)1 < Aph < (1+46,)1

—0s1 < Agh < 461

Mozna réwniez postawi¢ zadanie znalezienia kompromisu mie-



dzy 6, 1 65 dla réznych wartosci parametru p € [0, 1]

minéimize wds + (1 — p)dp (30)
subjectto (1 —6,)1 < Aph < (14 6,)1

—0s1 < Agh < 61

Zadanie 1. Dla parametréw N = 10 (czylin = 2N +1 = 21),
Q, = 0.35m, Qg = 0.507, §, = 0.02 (czyli —33.98dB), przy
dyskretyzacji czestoéci Ny = N, = 100 réwnoodleglych linio-
wo punktéw. Rozwiazaé zadanie optymalizacji (29).

Wskazéwka 1 Jesli zdefiniowaliSmy funkcje okreslona dla ar-
gumentow skalarnych i chcemy uzy¢ jej dla argumentéw ma-
cierzowych, w takim sensie, ze dla

w11 ... Win
W = e R™x™ (31)
Wl -+ Wmn
fwi) flwin)
fw) = : : € R™*" (32)
f(wm1) f(Wmn)

to mozna skorzystaé z polecenia arrayfun.

Wskazéwka 2 Przy tworzeniu macierzy (26) i (27), wygod-
nie jest skorzysta¢ z faktu, ze funkcja cos jest okreslona dla
argumentéw tablicowych oraz faktu, ze dla

w1y U1
w=|1!]|eR", ov= eR™, (33)
w,y, U
mamy
oy
vw" = [wl wn]
_Un
—'Ulwl V1Wn
= : : € Rmxn (34)
[ Umw1 VW,

Wskazéwka 3 Chcac utworzy¢ wektor, ktérego elementy od-
powiadaja rownoodleglym punktom na odcinku prostej, wy-
godnie jest skorzysta¢ z polecenia linspace.

Wyniki: otrzymujemy tlumienie pasma zaporowego ds = 0.0285
(czyli —30.90dB). Wykres odpowiedzi amplitudowe]j przedstawia
Rys. 2, odpowiadajacy mu wykres 20log,, |H (w)| przedstawia Rys.
3, wartosci pierwszych N + 1 wspdlczynnikéw filtru: ho = 0.0139,
h1 = —0.0130, he = —0.0251, hs = —0.0012, hy = 0.0377, hs =
0.0215, hg = —0.0555, hy = —0.0771, hg = 0.0674, hg = 0.3076,
hip = 0.4277, sa to rownoczesnie kolejne warto$ci odpowiedzi im-
pulsowej filtru [Rys. 4].

Rysunek 2: Wykres odpowiedzi amplitudowej H(w) [danej
wzorem (8)] dla filtru z Zadania 1.

20log 10 | H (w)]
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Rysunek 4: Wspélczynniki filtru {ho, ..., hans1} (N = 10) z
Zadania 1. Pierwsze N + 1 wspolczynnikéw odpowiada odpo-
wiedzi impulsowej filtru. Wspotczynniki sa symetryczne wzgle-
dem hN .

1.6 Projektowanie filtru przez dopasowanie
do zadanego wzorca

Metoda ta polega na wyznaczeniu wspotczynnikow
ho,...,h,_1 filtru poprzez dopasowanie jego odpowiedzi am-
plitudowej do pewnej zadanej przez projektanta referencyjnej
odpowiedzi amplitudowe].



1.6.1 Podejscie LS

Niech H.,cf(w) bedzie zadana referencyjna odpowiedzig ampli-
tudowa, wezmy pod uwage dyskretyzacje wq, ..., wa przedzia-
tu czestodei [0, 7). Szukamy wektora h wspélezynnikéw w taki
sposob, aby zminimalizowaé

M
minihmize Z (H(w;) — Href(wi))Q (35)

i=1

Poniewaz H(w) = a™(w)h, to (35) jest zadaniem LS (ang. least
squares, tzn. najmniejszych kwadratéw)

minihmize |Ah — ng (36)
gdzie
a”(wr) Hiet(wr)
A= : , b= : : (37)
a®(wyr) Hyet(war)

Zadanie (36) jest réwnowazne zadaniu

minihmize |AR — b, (38)
w obydwu przypadkach méwimy o tzw. zadaniu najmniej-
szych kwadratéw (ang. least squares). Rozwiazaniem obydwu
tych zadanh jest h* = A'b, gdzie  oznacza (pseudo)inwersje
Moore’a-Penrose’a, jesli macierz A ma niezalezne liniowo ko-
lumny, co w rozpatrywanym kontekécie praktycznie zawsze ma
miejsce, to jest to rozwiazanie jedyne.

Mozna réwniez rozpatrywaé modyfikacje tego zadania wpro-
wadzajac wagi q,...,qy > 0 dla poszczegdlnych czestosci

M

minimize ;q? (H (w;) — Hreg(w;))?, (39)

duza wartos¢ wagi ¢; oznacza wysoki koszt niedopasowania
(ang. mismatch) dla czestodci w;. Oznaczajac

Q = diag(Qh SRR 7Q7n)’ (40)

mozna napisaé¢ zadanie (39) w postaci

minimize 1Q(AR — b)|3. (41)
czyli
- -2
minimize H (Ah —b) H2 , (42)
gdzie _ _
A=QA, b=Qb. (43)

Zadanie 2. Dla parametréw N = 10 (czylin = 2N +1 = 21),
M = 200 i zadanej odpowiedzi referencyjnej, ktéra jest réwna
1 dla czestosci mniejszych niz £, = 0.357 i 0 dla czestosci wigk-
szych niz Qg = 0.507, a pomiedzy tymi punktami zmienia sie
liniowo od 1 do 0, zaprojektowaé (tzn. wyznaczyé wspdlezyn-
niki odpowiedzi impulsowej) filtr rozwiazujac zadanie optyma-
lizacji (36). Zauwazmy, ze charakterystyka referencyjna jest
okreslona nastepujaco.

1 dla w € [0, Q)
Href((U) = ﬁ — ﬁ dla RS [Qp, Qs] y (44)
0 dla w e [Qg, 7).

W Srodowisku Matlab mozna taka funkcje zdefioniowaé korzy-
stajac z polecenia piecewise.
Wyniki: otrzymujemy wykresy przedstawione na Rys. 5 i Rys. 6.

0.8 1

Rysunek 5: Wykres odpowiedzi amplitudowej filtru z Zadania
2, otrzymanego przez dopasowanie LS. Czerwona linia zazna-
czono odpoweidz referencyjna Hyef(w).
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20log 19 |[H(w)|
S

I

Rysunek 6: Wykres 20log,, |H (w)| dla filtru z Zadania 2,
otrzymanego metodg dopasowania LS.

1.6.2 Podejscie LP

Podejscie LP jest bardzo podobne w swoim sformulowaniu
do podejscia LS. Roéznica polega na zastapieniu normy eu-
klidesowej norma l;. Niech H,ef(w) bedzie zadang referencyj-
na odpowiedzia amplitudowa, wezmy pod uwage dyskretyza-
cje wi, ... ,wp przedziatu czestosci [0, m]. Szukamy wektora h
wspblczynnikéw w taki sposéb, aby zminimalizowaé

M
minihrnize Z:l |H (w;) — Hryes(w;)] (45)

Poniewaz H(w) = a™(w)h, to (45) jest rownowazne zadaniu

minimize
h

[Ah — bl (46)

gdzie A i b sa dane przez (37). Mozna pokazaé, ze jest
to zadanie LP. Podobnie jak dla podejécia LS Mozna réw-
niez rozpatrywaé modyfikacje tego zadania wprowadzajac wagi

q1,---,qn > 0 dla poszczegdlnych czestosci
M
minihmize Zl @ |H(w;) — Hyet(w;)], (47)
i=

duza warto$¢ wagi q; oznacza wysoki koszt niedopasowania
(ang. mismatch) dla czestosci w;. Oznaczajac

Q = diag(qlv v 7Q7n)a (48)



mozna napisaé¢ zadanie (47) w postaci

minihmize 1Q(AR - )|, . (49)

Zadanie 3. Dla parametréw N = 10 (czylin = 2N +1 = 21),
M = 200 i zadanej odpowiedzi referencyjnej, ktéra jest réwna
1 dla czestoéci mniejszych niz Q, = 0.357 i 0 dla czesto-
Sci wigkszych niz Qs = 0.507m, a pomiedzy tymi punktami
zmienia si¢ liniowo od 1 do 0, zaprojektowaé (tzn. wyznaczy¢
wspdlezynniki odpowiedzi impulsowej) filtr rozwiazujac zada-
nie optymalizacji (46).

Wyniki: otrzymujemy wykresy przedstawione na Rys. 7 i Rys. 8.

Rysunek 7: Wykres odpowiedzi amplitudowej filtru z Zadania
3, otrzymanego przez dopasowanie LP. Czerwong linig zazna-
czono odpoweidz referencyjng Hyet(w).
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Rysunek 8: Wykres 20log,, |H (w)| dla filtru z Zadania 3,
otrzymanego metoda dopasowania LP.

1.6.3 Podejscie Czebyszewa

Projektowanie ta metoda pozwala zminimalizowaé¢ najwieksza
niezgodno$é

minihmize max |H(w;) — Hyef(w;)] (50)

i=1,...,
lub réwnowaznie

minihmize (AR —b)| (51)

gdzie A i b sa okreslone wzorem (37). Zadanie to mozna sfor-
mulowaé jako zadanie LP

minimize -y (52)
h,~
subjectto —y < wy (@"(w1)h — Hyes(w1)) < 7
—y < wz(a” (w2)h — Hye(w2)) <7y
—y < Wy (aT(wM)h - Href(wM)) <Y
czyli
minimize -~y (53)
h, vy
subjectto —y1 < (Ah —b) <91

gdzie A i b sa okreslone przez wzorem (37).

Zadanie 4. Dla danych liczbowych z Zadania 4 zaprojektowaé
filtr rozwiazujac zadanie optymalizacji (53). Wyniki: otrzymuje-
my wykresy przedstawione na Rys. 9 i Rys. 10. Warto$¢ najwiekszej
rozbieznosci wynosi v = 0.0313 (tzn. —30.1dB).

1.2

1

0.8

Rysunek 9: Wykres odpowiedzi amplitudowej filtru FIR
otrzymanego metoda Czebyszewa dla filtru z Zadania 4. Czer-
wona linia zaznaczono odpoweidz referencyjna Hyet(w).

10 T T

20log 19 | H (w)]

Rysunek 10: Wykres 20log,, |H (w)| dla filtru z Zadania 4,
otrzymanego metoda dopasowania Czebyszewa.

Podejscia LS, LP i Czebyszewa mozna traktowaé jako szcze-
golne przypadki bardziej ogblnej metody polegajacej na dopa-
sowaniu charakterystyki filtra do zadanego wzorca (charakte-
rystyki referencyjnej) poprzez minimalizacje normy wyrazenia
Ah — b. Dla podejscia LS jest to norma euklidesowa lo, dla
modejscia LP jest to norma [y, dla podejscia Czebyszewa jest
to norma l, (zwana tez norma Czebyszewa).
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