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1 Preliminaria

Metoda Newtona jest jedng z najwazniejszych metod optyma-
lizacji. Szczegdlowe omowienie tej metody mozna znalezé np.
w [1].

1.1 Rozwigzywanie ukladéw réwnan nielinio-
wych metoda Newtona

Metoda Newtona polega na wyznaczeniu rozwigzania uktadu
nieliniowych réwnan

f(x) =0, (1)
gdzie
T fi(x)
z=|:|er f@)=| : |er"
przez rozwiazanie sekwencji uktadéw rownan liniowych
f(xr) + Df(wr)(x —2r) =0, k=01,... (3)
gdzie
of1(=) of1(x)
Oz e OTn
Df(x) = : : e R™*", (4)
dfn(z) dfn ()
Oxq ce Oy,

Jedli det [Df(xx)] # 0 to rozwiazaniem uktadu réwnan (3) jest

x =, — [Df(xp)]” " flzp), k=0,1,... (5)

skad otrzymuje sie wzor rekurencyjny metody Newtona

-1
Tpt1 = Tk — [Df(:l)k)] fleg), k=0,1,... (6)
Dysponujac punktem startowym x i korzystajac ze wzoru (6)
mozemy wyznaczy¢ ciag g, €1, Ta,..., ktory pod pewnymi
warunkami jest zbiezmy do rozwiazania ukltadu (1).

Przyktad 1. WeZzmy pod uwage zadanie wyznaczenia rzeczy-
wistego pierwiastka kwadratowego pewnej dodatniej liczby rze-
czywistej o > 0. Pierwiastkiem kwadratowym liczby o > 0,
oznaczanym /g nazywamy liczbe £ > 0 taka, ze €2 = o. Latwo
zauwazy¢, ze € jest dodatnim rozwiazaniem réwnania f(x) = 0
dla f(x) = 2% — 0. Uwzgledniajac, ze f'(z) = 2z i korzystajac
ze wzoru (6) otrzymujemy

2
72—
LTh4+1 = Tk — I;xkga k:()ala (7)
czyli
1
Ik+1—2<xk+fk>, k=0,1,... (8)

Jako punkt poczatkowy xg, w rozpatrywanym przypadku, mo-
zemy przyjac¢ dowolna liczba dodatnia.

Rozpatrzmy, przykladowo, problem wyznaczenia v/2, tzn. sy-
tuacje gdy o = 2. Jako punkt startowy przyjmijmy xo = 2.5.
Korzystajac z (8) otrzymujemy

o = 2.500000000000000
1 = 1.650000000000000
2 = 1.431060606060606
T3 = 1.414312727593564
x4 = 1.414213565849604
x5 = 1.414213562373095

Wartoéé /2 z dokladnoécia do 15 miejsc po przecinku wy-
nosi 1.414213562373095, jak mozna zauwazy¢, dla przyjetego
punktu startowego otrzymuje sie ja juz w piatej iteracji. Inter-
pretacje geometryczna pierwszych dwoch iteracji przedstawia
Rys. 1.
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Rysunek 1: Interpretacja geometryczna pierwszych dwdch
iteracji metody Newtona przy wyznaczaniu v/2 . Punkt star-
towy xo = 2.5.

1.2 Metoda Newtona w optymalizacji

Czesto spotykanym w optymalizacji problemem jest wyznacze-
nie rozwiazania uktadu réwnan nieliniowych

Vfo(x) = 0. (9)



Podstawiajac f(x) = V fo(x), oraz uwzgledniajac, ze

Ofo
8:101
D{Vfo(x)} =D { :
9fo
Oxp
R (m) o (31‘0)
Oz, oz 0Ty oz
0 ( dfo ) d ( 9 fo )
L 9z1 \ Ozn Oxy \ OTnp
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tzn.
D {Vfo(z)} = Vfo(z), (10)

otrzymujemy z zaleznosci (6) rekurencyjny wzér metody New-
tona.

T = ap — [V fo(ar)] ' Violmy). (11)

Metoda Newtona (wersja A)

dane: punkt startowy xq, liczba iteracji IV

& < T
for k=1:N

@z~ [V2fo(@)] ' V()
end

Loptimal < T

Metoda Newtona (wersja B)

dane: punkt startowy xg, ¢ > 0

T — x
g < Vio(z)
ve — Vo) g
A— —g"v
while A > ¢

T «— T+ sv

A— —g"v

g < Vfo(z)

v — [szo(‘n)]_lg

end

Loptimal < L

Wielkos¢ VA, gdzie A = [V fo(@)]" [V2fo(x)] " Vfo(a), na-
zywamy dekrementem Newtona (ang. Newton’s decrement).
Algorytm Newtona konczy dzialanie, kiedy kwadrat dekremen-
tu spada poniezej pewnej ustalonej wartosci e.

Metoda Newtona (wersja C)

dane: punkt startowy xg, € > 0

T — x
while 1
g — Vo(z)
ve —[Vo@)] g
A— —g"v
if A<e
break
else

T «— x + sv
end
end

Loptimal < T

W praktyce zamiast klasycznego wzoru Newtona (11) uzywa
sie tzw. metody Newtona z ttumieniem, w ktorej

Tip1 = xp — sp [V fo(mr)] ™ Vfola), (12)

gdzie parametr s > 0 jest tzw. czynnikiem skalujacym (cza-
sami zwanym tez, niezbyt $ciesle, dlugoscia kroku), ktérego
warto$¢ najczesciej wyznacza sie tzw. metoda backtracking li-
ne search, tzn. dla przyjetych wartosci parametréow « € (0, 1),
B € (0, 1) oraz kierunku poszukiwan

-1
v = — [V fo(zr)]  Vfolmk (13)

iterujemy

s+—1

while fo(xy + svi) > fo(xr) + saV fo(xr) vk

s+ fs
end
S < S

Metoda Newtona z tlumieniem (wersja A)

dane: punkt startowy xg, liczba iteracji NV

T — X
for k=1: N
g < Vio(z)
ve —[Vfo(@)] g
s—1
while fo(x + sv) > fo(x) + sag™v
s« s
end
T «— T+ Ssv
end

Loptimal < T




Metoda Newtona z tlumieniem (wersja B)

dane: punkt startowy xg, € > 0

T — o
g — Vfo(x)
v — [Vfo(x)] g
A — —gTv
while A > e

s« 1

while fo(x + sv) > fo(x) + sag™v

s« s
end

T <— T+ sv

A — —gTv

g — Vfo(x)

v — [VQfo(w)]flg
end

Loptimal < L

Metoda Newtona z tlumieniem (wersja C)

dane: punkt startowy xg, € > 0

T — X
while 1
g < Vio(z)
v — [V2fo(@)] g
A — —gTv
if A<e
break
else
s—1
while fo(x + sv) > fo(x) + sag™™v
s «— s
end
T« T+ Ssv
end

end

Loptimal < T

2 Zadania

Zadanie 1. Napisa¢ skrypt w Srodowisku Matlab do szuka-
nia minimum funkcji metoda Newtona oraz metoda Newtona
z ttumieniem. Zakladamy, ze znana z géry funkcja fy : R? — R
jest postaci

fO(m) — em1+3r2—0.1 4 e—acl—O.l + (LIJ _ acc)TP(:c _ wc) (14)

A I

Jako punkt startowy przyjaé

gdzie

zo = _g} , (16)

doktadnosé¢ rozwiazania € = 1e-4. W procedurze backtracking
line search przyja¢ a = 0.5 oraz # = 0.5. Wygenerowaé¢ wy-
kres poziomic i kolejnych punktéw iteracyjnych tak jak na
Rys. 2, skorzystaé¢ w tym celu z funkcji meshgrid, arrayfun
oraz contour $rodowiska Matlab. Dla poréwnania koncowego
wyniku rozwiazaé¢ to samo zadanie korzystajac z (a) pakietu
CVX (b) funkcji fminsearch $rodowiska Matlab.

Wskazéwka 1: Gradient funkeji (14) jest postaci

ezl+3;ﬂ2—0.l _ e—ml—O.l

Vi) = |7 g or | +2P@=e). (1)

Hesjan funkeji (14) jest postaci

ex1+3x270.1 +efx170‘1 3ezl+3w270.1

3e?1 +3x2—0.1

9611+312—0.1:| +2P

(18)

ho(e) = |

r*

T2
o
05—

T2
o
05—

Rysunek 2: Poziomice funkcji celu fo(z) = e®13%270-1

e 170 4 (x — )T P(x — x.) wraz z kolejnymi iteracjami dla
punktu startowego xo = [2, —2]". Gérny panel — klasyczna
metoda Newtona. Dolny panel — metoda Newtona z thumie-
niem.
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Rysunek 3: Wartosci funkeji celu fo(zx) dla k = 0,1,....
Wartosé¢ k£ = 0 odpowiada punktowi startowemu. Kolor nie-
bieski — metoda Newtona, kolor czerwony — metoda Newtona
7 tlumieniem.
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Rysunek 4: Schemat metody backtracking line search w
pierwszej iteracji dla @ = 0.5, 8 = 0.5. Panel gérny — li-
nia przekroju. Panel dolny — ptaszczyzna przekroju. Funk-
cja q jest przyblizeniem kwadratowym funkcji celu fo w
punkcie o, tzn. q(xo + svo) = fo(xo) + 5[V folxo)]" vo +
ngT [szo(wo)] vo. Funkcja ¢ jest okreslona wzorem ¢(s) =

fo(xo) + as [V fo(xo)]" vo.

Zadanie 2. Napisac skrypt w érodowisku Matlab do szukania
minimum funkcji metodg Newtona z tlumieniem. Zakladamy,
ze znana z gory funkcja fo : R2 — R jest postaci

fo(m) =t [e:ElJrBZngO,l + 671170.1}

—log[l — (z — x.)"P(x — x.)] (19)

gdzie P i x. sa dane wzorem (15). Jako punkt startowy przyjacé

w2

dokladnosé rozwiazania € = 1e-4. Warto$¢ parametru ¢ przy-
jacé, kolejno, t = 0.1, ¢t =1.0i ¢t = 10.0. W procedurze backtrac-
king line search przyja¢ o = 0.3 oraz 3 = 0.8. Dla poréwnania
koncowego wyniku rozwiazaé¢ to samo zadanie korzystajac z
(a) pakietu CVX (b) funkcji fminsearch $rodowiska Matlab.

(20)

Wskazéwka 1: Gradient funkcji (14) jest postaci

ex1+3x2—041 _ e—xl—O.l
Vfo(ili) =t |: 3ez1+3z2—0.1 :|
2P(x — x.)
. 21
= (x —xc)"P(x — x.) (21)
Hesjan funkcji (14) jest postaci
ea}1+3$2—0.1 _|_e—aa1—0.1 3e$1+3(122—0.1
Vfo(z) =t [ 371 +322-0.1 o1 +3720.1
4P(x — x.)(x — x.)" P
[1— (x—x) Pz — x.)]
2P

+ (22)

1—(x—x)TP(x —x.)

Rysunek 5: Sir Isaac Newton (1642 — 1726) was an English
mathematician, physicist, astronomer, theologian, and author
(...) who is widely recognised as one of the most influential
scientists of all time, and a key figure in the scientific revo-
lution. His book Philosophia Naturalis Principia Mathemati-
ca (Mathematical Principles of Natural Philosophy), first pu-
blished in 1687, laid the foundations of classical mechanics.
[https://en.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton)]
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