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1 Wstep

1.1 Nieliniowe zadanie najmniejszych kwa-
dratéow

Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratéow jest jednym z
podstawowych sposobow estymacji parametréow modeli nie-
liniowych. Metoda ta jest najczedciej realizowana za po-
moca algorytmu Levenberga—Marquardta (LM). Algorytm
Levenberga—Marquardta stuzy do rozwiazywania zadan opty-
malizacji postaci

minimize I1f ()%, (1)
gdzie f: R" — RY
fi(x)
f(z) = : (2)
fn(z)

jest zadana (rézniczkowalna) funkcja [1]. Oznaczmy jego roz-
wiazanie przez r*.
Zadanie (1) mozna zapisaé w postaci

N
o (o2
minimize z;fl(a?), (3)
i=

gdzie f; : R™ — R, 7 =1,...,msaskladowymi funkcji f. Jezeli
f(x) = Az —y, gdzie A € RV*" 5 € RN, to wéwezas méwi-
my o ,liniowym” zadaniu najmniejszych kwadratow, ktoérego
rozwiazanie dane jest wzorem

z* = Aly. (4)

Jezeli rank A = n, to istnieje dokladnie jeden minimalizator,
zgodnie ze wzorem (4), przy czym w tym przypadku, tzn.
rank A = n, czyli gdy kolumny macierzy A sa liniowo nie-
zalezne, mamy

Al = (ATA)71A". (5)
Natomiast jesli rank A < n to wéwczas dowolny wektor postaci
Aty + ¢, gdzie ¢ jest wektorem, dla ktérego zachodzi A = 0,
jest rozwiazaniem zadania optymalizacji (1). Jezeli f jest innej
postaci niz f(x) = Az — y, to méwimy o nieliniowym zadaniu
najmniejszych kwadratéw, lub krécej o nieliniowym zadaniem
LS (ang. nonlinear least-squares problem).

1.2 Algorytm Gaussa-Newtona

Zauwazmy, ze w bliskim otoczeniu pewnego ustalonego punktu
®) mamy

f(@) = f(z®) + Df(a®)(z — 2), (©)
gdzie
Ui(a®) U(a®) .. O(zth)
T o z,
) ) 9
Df(z®) = aicf(x(k)) ﬁ(z(k)) aii(l’(k)) -

9 2] 2]
g @) G ™) G

zatem
1£@)|* ~ | £(@®) + Df(a®) (@ — )| (8)

Przyjmijmy oznaczenie v = 2 — x(®¥), wiemy, ze minimalizato-
rem wyrazenia

1£ (™) + D f (z™)o]|. 9)
wzgledem v jest
Vi) = —[Df®)]T (™), (10)
zatem minimalizatorem wyrazenia
1f (™) +Df (™) (@ — )2 (11)
wzgledem x jest
zfyy =« — [Df )] f (V). (12)

Jezeli rank[D f(z(*))] = n, to

DF®)] = [DfE®)"Ds®)] DO (13)

i ktadac z(*t1) = xz‘k) otrzymujemy tzw. rekurencyjny wzér
Gaussa-Netwona

-1
24 = 2@ — (D) Df(M)] D))" ().

(14)

Podsumowujac, w metodzie Gaussa-Netwona punkt z(*+1) jest
rozwiazaniem zadania optymalizacji

minimize 1£@®) + Df@®) (@ — "2, (15)

mozemy sie spodziewaé, ze dla odpowiedniego punktu starto-

wego z(9 | w sprzyjajacych ,okolicznoéciach przyrody”, otrzy-

many ciag
2@ M 2@ (16)

bedzie zbiezny do rozwiazania wyjsciowego zadania (1), tzn.

2O M ) koo o* (17)
Niestety, wzor Gaussa-Newtona ma pewne wady. Pierwsza z
nich jest to, ze jesli macierz [Df(x*)]*Df(x*)) we wzorze
(14) jest osobliwa, to wzdr ten traci sens. Druga wada jest to,
ze otrzymany ciag moze nie by¢ rozbiezny, tzn., ze w kolejnych
iteracjach nie zachodzi

LF D)2 < £ ™). (18)

Sytuacja taka ma miejsce wtedy, gdy w punkcie xfk) przybli-
zenie (8) nie jest spelnione, z uwagi na zbyt duza odleglosé
punktu xfk) od punktu z(®).



1.3 Algorytm Levenberga-Marquardta

Metode Levenberga-Marquardta (LM) mozna traktowaé jako
modyfikacje metody Gaussa-Netwona. Modyfikacja polaga na
tym, ze w metodzie LM punkt z(**1 jest rozwiazaniem zada-
nia optymalizacji

= 2@+ XP |z - 502,

(19)
dla pewnego ustalonego A*) > 0. Innymi slowy, modyfikacja
polega na dodaniu do funkcji celu w zadaniu (15) wyrazu regu-
laryzacyjnego (czasami méwi si¢ o skladniku kary, ang. penalty
term)

minigﬁze |f(z®) +Df(x®)(x
ZER™

AB e — 2™, (20)

ktory naklada dodatkowy koszt (tzn. wzrost wartosci funkcji
celu) proporcjonalny do oddalenia od punktu z®),
Rozwiazanie zadania (19) mozna wyznaczy¢é korzystajac z te-

go, 7€
AB |z = 22 = [VA® (z - 2®))2 (21)

oraz

1F(®)) + Df (2®)) (z — )2 - IVA®) (& — 2|2 =

f@®) + Df(z®)(@ — )

I s 2

zatem zadanie (19) jest réwnowazne zadaniu
F(z® Df(z(*) ?
ml;lelﬂlllze H{ ) + \/)(WI) (x—z®)|| | (23)

skad otrzymujemy

zhy = 2 - [Dj%“;)y {f(afo(’“))} . (24)

Kladac kD) = xzk) oraz biorac pod uwage, ze

e 1)
- [Df<x<k>>r [f<x<k)>]

Df(z*)) (@™)
{\/71] [\/)\TI} VAR T 0

= [N DAES) + 2B DS ).
(25)

otrzymujemy zaleznosé

L1

o® — [D7 O D) + A1) DS ),

(26)
ktéra nazywamy rekurencyjnym wzorem metody
Levenberga-Marquardta. W praktyce ze wzoru (26) ko-
rzystamy w ten sposéb, ze najpierw rozwiazujemy (wzgledem
A) réwnanie

DF M) Df () + AD1] A = ~[Df )] ()
(27)
a nastepnie wyznaczamy

gD = () L A (28)

Postepowanie takie wynika stad, ze numeryczny koszt rozwia-
zania uktadu réwnan liniowych jest znacznie nizszy niz koszt

odwrécenia macierzy. Zauwazmy jeszcze, ze dla A\®) > 0, ma-
cierz [[Df(z®)]*™Df(z®) + AR ] zawsze jest odwracalna i w
zwiazku z tym réwnanie (27) ma zawsze jednoznaczne rozwia-
zanie.

Powiedzmy jeszcze kilka stéw na temat warunku stopu. Mamy

VIf(@)l3 =2[Df(@)]" f(2). (29)

Wyprowadzenie powyzszego wzoru znajduje sie w Dodatku.
Stad, oraz z warunku koniecznego na minimum, wynika, ze
rozwiazanie z* zadania (1) spelnia warunek

2[Df(@")]" f(2") = 0. (30)

Kryterium stopu metody LM moze mieé¢ rézna postaé. Naj-
prostsza jest zalozenie pewnej maksymalnej liczby iteracji. In-
nym rozwigzaniem jest zatrzymanie algorytmu dla matej war-
tosci wyrazenia ||2[Df(z)]” f(z)||* (ang. optimality condition
residual), tzn.

I12[Df ()] f(w)]” ~ 0. (31)

co oznacza, ze warunek konieczny optymalnosci (30) jest w
przyblizeniu spetniony.

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze metoda LM jest jedynie pewna
heurystyka i nie zawsze jest zbiezna. Okazuje sie jednak, ze w
praktyce sprawdza sie dosé dobrze.

Zapisany w pseudokodzie algorytm LM, w jego podstawowej
wersji, jest podany w ponizszej ramce (symbol «— oznacza przy-
pisanie).

Algorytm Levenberga-Marquardta (A)

dane: rézniczkowalna funkcja f : R* — RN,
punkt startowy z(?), startowa wartoé¢ parametru
ufnosei A0 > 0, maksymalna liczba iteracji kmax

k<20
while k < kpax
J —Df(x®))

-1
ek D) k) [JTJ + A““)I} I f(a®)

if | f®T)E < | f@*))?
AFFD 0. 8\F)
else
AFFD  9p(k)
2D .(R)
end
k—k+1

end

Zapisany w pseudokodzie algorytm LM, z bardziej wyrafino-
wanym kryterium stopu, jest podany w ponizszej ramce.



Algorytm Levenberga-Marquardta (B)

dane: rézniczkowalna funkcja f : R* — RN,
punkt startowy z(?), startowa wartoé¢ parametru
ufnosci A®) > 0, dokladnoéé rozwiazania e > 0

k<0
J —Df(2®)
2
while HQJTf(x(k))H > e
J — Df(x(k))
2D o ® [+ A0 T )
if (| f@FT) < [ f @)
A+ 0.8\
else
AFFD o) (k)
LR+ ()
end
k—k+1

end

1.4 Estymacja parametréw metoda LM

Zatézmy, ze dysponujemy N pomiarami yi,..., Y, pewnego
procesu o modelu ¢(z,u) dla odpowiednich chwil czasowych
UQ, - -« , U Cheemy wyznaczyé wketor parametrow z, tak aby
zminimalizowaé¢ wyrazenie

Z [o(a,ui) — i - (32)
i=1
Zauwazmy, ze jeSli wprowadzimy oznaczenie
filz) = o(z,wi) — yi, (33)

to minimalizacja wyrazenia (32) sprowadza sie do zadania
optymalizacji (1). Mamy wéwczas

fi(z) o(r,u1) —y1
flo)=1] + | = : (34)
In(z) (T, un) —yn
oraz
dp(eur)  dplwur) dp(x,u1)
Oz Oxo te Oy,
Op(z,uz) Op(x,u2) o Op(x,uz)
Df(z)=| o= D2 Dan (35)
do(wun)  Dplw.ux) Do (w,un)
oz Oxo e Oy

Przyktad 1. Zalézmy,
Yi,---,Ym Procesu

p(z,t) = Asin(wt + @), (36)

ze dysponujemy N pomiarami

dla odpowiednich chwil czasowych ¢4, ..., t,,. Chcemy znalezé
wartosci parametréw A, w oraz ¢ tak aby otrzymaé najlepsze
dopasowanie modelu p(z,t) do posiadanych danych pomiaro-
wych. Innymi slowy, chcemy zminimalizowa¢ wyrazenie

m

Z [Asin(wt; + ¢) — v]?, (37)

i=1

wzgledem parametréw A, w i ¢, co jest rGwnowazne rozwigza-
niu zadania (1) dla

fi(x) = xq sin(zat + x3) — v, (38)

gdzie
r=[A w, ¢" (39)
jest wektorem zmniennych optymalizacyjnych (ktére w rozpa-

trywanym kontekscie maja interpretacje parametréw modelu).
Dla funkcji o sktadowych (38) mamy

p(z,t) = x1 sin(zat + x3) (40)
oraz
13} t
el be) = sin(zaty + x3), (41a)
a(El
13} t
M = x1ty cos(zaty + x3), (41Db)
(91'2
Op(z,t
M = x1 cos(zaty + T3), (41¢)
81‘3
dla k =1,...,N, zatem zgodnie ze wzorem (35) otrzymujemy
sin(ag) @1ty cos(ar) @y cos(aq)
sin(ag)  xytacos(as) a1 cos(as)
Df(z) = : : : . (42)
sin(ay) @ity cos(ay) 1 cos(an)

gdzie o, = xot +x3dlak=1,..., N, oraz

xysin(ay) — ¥
x1 sin(as) — Yo

fa) = : . (43)

xy sin(ay) — yn

2 Zadania

Zadanie 1. Korzystajac z algorytmu LM dopasowaé parame-
try modelu y = Asin(wt + ¢) do danych pomiarowych z pliku
LMO1Data.mat. Przyja¢ A(*) = 1.0. Napisa¢ odpowiedni skrypt
w Srodowisku Matlab i wygenerowaé wykresy przedstawione na
Rys. 1-3.

pomiar |
parametry startowe
parametry koricowe

1.5¢ "

0 0.005 0.01 0.015 0.02

t [a.u.]

Rysunek 1: Rekonstrukcja sygnalu sinusoidalnego y =
Asin(wt + ¢) [Zadanie 1].
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Rysunek 2: Zmiany wartoéci wspélezynnika ufnosci A® w
kolejnych iteracjach algorytmu LM [Zadanie 1].

10
| |
a
%, 10t} ]
= .
| | L | | | | | | | | n
100 L | I
0 2 4 6 8
k

Rysunek 3: Zmiany wartosci funkcji celu w kolejnych itera-
cjach algorytmu LM [Zadanie 1].

Zadanie 2. Korzystajac z algorytmu LM dopasowaé parame-
try modelu y = Ae™* sin(wt + ¢) do danych pomiarowych z
pliku LMO4Data.mat. Napisa¢ odpowiedni skrypt w érodowisku
Matlab i wygenerowaé wykresy przedstawione na Rys. 4-6.
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Rysunek 4: Rekonstrukcja ttumionego sygnatu sinusoidalne-
go y = Ae” “'sin(wt + ¢) [Zadanie 2].
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Rysunek 5: Zmiany wartoéci wspélezynnika ufnosci A% w
kolejnych iteracjach algorytmu LM [Zadanie 2].
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Rysunek 6: Zmiany wartosci funkcji celu w kolejnych itera-
cjach algorytmu LM [Zadanie 2].

Zadanie 3. W pracy [2] rozpatruje sie transmitancje

G(s)

gdzie

—Mwg

Ks+2A

s+ K33 +2%s2 + K¥s + A2’

Y VE-V2

M = in out
7|l — w2LC|’
K= QWgVOUt’
M wq
1
2 —_
YT Ie

(45a)

(45b)

(45¢)

(45d)

(45¢€)

oraz L = 197 x 1079 H, C = 100 x 107° F, Vi, = 14.0 V,
Vout = 1.95 V, wy = 40 x 27 x 103 rad/s. Rysunek 7 przedsta-
wiono wykres odpowiedzi skokowej dla tej transmitancji.
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Rysunek 7: OdpowiedZ skokowa uktadu opisanego transmi-
tancja (44) [Zadanie 3].

Odpowiedz ta przypomina odpowiedz skokowsa czlonu oscyla-
cyjnego. Zauwazmy, ze czton oscylacyjny jest cztonem drugiego
rzedu, natomiast transmitancja (44) jest rzedu czwartego. Na
ogbl latwiej jest zaprojektowaé regulator dla czlonu drugie-
go rzedu niz dla czlonu czwartego rzedu, dlatego chcieliby$my
znalezé¢ taki czton drugiego rzedu, ktérego odpowiedZz skoko-
wa jest mozliwie najbardziej zblizona do odpowiedzi skokowej
czlonu (44). Wiemy, ze odpowiedz skokowa czlonu oscylacyj-
nego
k

Gosc = )
() = T3 9eTs 1 722

(46)

jest dana wzorem

hosc(t) = k {1 e (cos(m) + 2 sm(ﬂt)ﬂ , (47)

B
gdzie
_ ¢ _ V1=

Ze wzoru (48) wynika, ze

1
= =L (49)
/ﬁ2 + 72 /ﬁZ + 72
innymi stowy
1
T = —, &E=T. 50
VB 492 0

Dysponujac warto$ciami odpowiedzi skokowej h(t) transmitan-
cji (44) i oznaczajac, y; = h(t;), i =1,..., N, mozemy wyzna-
czy¢ poszukiwane warto$ci parametréow - i 4 minimalizujac
wyrazenie

i {i|1= e (coston) + Jsmion )| - y} R

€O przy oznaczeniu

i€ = k1= e (cos(ts) + st )| = . (52)

dlai=1,...,N oraz k = x1, 7 = x2, £ = x3 sprowadza sie do
zadania (1). Zauwazmy, ze

afi

ok =1—e M (cos(ﬁti) 4+ gsin(ﬁti)> , (53&)
aaj;i = ket (ti cos(fBt;) — 1-ty sin(ﬁti)> , (53b)

of; ot .
95~ ke i [(tz + g2> sin(f5t;) — %ti cos(ﬂti)} , (53¢)

dla ¢ = 1,..., N. Zatem, biorac pod uwage wspomniane juz
oznaczenia k = x1, vy = x2, £ = x3 mamy

af; .

al‘fl -1— e—a:ztz (COS(wgti) —+ %z Siﬂ(&?gtﬂ) s (54&)
af; v 1—1¢; .

axfg = g %2t (ti cos(zst;) — TM SIH($3ti)> , (54b)

g—i = e %2t [(ti + ig) sin(xst;) — %ti COS(l‘gti):l (54c)
dlai=1,...,N.

Korzystajac z metody LM wyznacz odpowiednik drugiego rze-
du w postaci czlonu oscylacyjnego dla transmitancji (44). Od-
powiedz skokowa transmitancji (44) mozesz wyznaczy¢é samo-
dzielnie lub skorzystaé¢ z danych w pliku reductionData.mat.
Wykonaj odpowiednie wykresy. Jako punkt startowy przyjmij
() = [1, 1, 1]. Wiecej informacji na temat transmitancji i
odpowiedzi skokowej ukladu mozna znalezé np. w [3] i [4].

Uwaga: Z Rys. 7 wynika, ze wartosci y1,y2,...,yn 1
ti,ta,...,1y sa stosunkowo male, rzedu 1073. Wygod-
nie jest obliczenia prowadzi¢ dla przeskalowanych wartosci
G1,%2,---,Jn 1 t1,t2,...,tx a nastepnie odzyskaé ,prawdzi-
we” warto$ci parametréw przeskalowujac je ponownie. Jesli
; = 10° xy; i t; = 10° x t; dlai = 1,..., N, to po zakon-
czeniu trzeba otrzymane parametry k, v i 3 przemnozy¢ przez
1073, Ostatecznie, zidentyfikowane wartoéci parametréw, juz
po przeskalowaniu, to

k= —1.4639 x 103, (55a)
v =1.7303 x 1073, (55b)
B = —25.9807 x 1073, (55¢)

0
<
<
ot —nh 1
_hosc (kmax = 20)
—first guess
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Rysunek 8: Wykresy odpowiedzi skokowa h(t) (czerwony)
uktadu opisanego transmitancjg (44) oraz odpowiedzi skokowe
hosc(t) czlonu oscylacyjnego opisanego transmitancja (46) dla
wartosci parametréw poczatkowych (niebieski) oraz po 20 ite-
racjach (czarny). [Zadanie 3].
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Rysunek 9: Wykresy odpowiedzi skokowa h(t) (czerwony)
uktadu opisanego transmitancja (44) oraz odpowiedzi skokowe
hosc(t) czlonu oscylacyjnego opisanego transmitancja (46) dla
wartosci parametréw poczatkowych (niebieski) oraz po 25 ite-
racjach (czarny). [Zadanie 3].
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Rysunek 10: Wykresy odpowiedzi skokowa h(t) (czerwony)
uktadu opisanego transmitancja (44) oraz odpowiedzi skokowe
hosc(t) czlonu oscylacyjnego opisanego transmitancja (46) dla
wartosci parametréw poczatkowych (niebieski) oraz po 30 ite-
racjach (czarny). [Zadanie 3].
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Rysunek 11: Zmiany wartosci parametréw k, v i § w kolej-
nych iteracjach algorytmu LM. [Zadanie 3].

Zadanie 4. Czlon inercyjny jest opisany transmitancja

G(s) = . (56)

Odpowiedz skokowa tego czlonu jest dana wzorem

1.4

081 1

0.4r 1

0.2r 1

Rysunek 12: Wykres odpowiedzi skokowej h(t) czlonu iner-
cyjnego. [Zadanie 4].

Zalézmy, ze dysponujemy prébkami odpowiedzi skokowej
Y1,-..,yn dla chwil t1,...,tny 1 chcemy wyznaczyé¢ wartoéci
wzmocnienia k i stalej czasowej T' dopasowujac wzér (57) me-
toda LM. Innymi stowy chcemy metoda LM zminimalizowaé
wzgledem k i T wartos¢ wyrazenia

N

Do) il =) [k (1 - e_%) - yir~ (58)

i=1 i=1

Odpowiada to zadaniu (1) dla

fi:k(lfe’%)fyi, i=1,...,N. (59)
Mamy
af; 23
QJ/: =1—-e"T, (60a)
ofi  k _u
8T = —ﬁe T, (60b)
dlai=1,....N.

Dla danych z pliku inertialData.mat wyznacz metoda LM
wartoéci parametrow k i T', wykonaj odpowiednie wykresy.

(Odpowiedz: k =1.45, T =1.25.)

Zadanie 5. Czlon dwuinercyjny jest opisany transmitancja

k
G(s) = . 61
O = T )@+ 1) (61)
Odpowiedz skokowa tego czlonu jest dana wzorem
1 _t .t
— - T — T
h(t) = k {1 o (Tle T~ The )} . (62)
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Rysunek 13: Wykres odpowiedzi skokowej h(t) czlonu dwu-
inercyjnego. [Zadanie 5].

Zalézmy, ze dysponujemy prébkami odpowiedzi skokowej
Y1,--.,yn dla chwil ¢1,...,txy i chcemy wyznaczyé wartosci
wzmocnienia k i stalych czasowych T3 i T5 dopasowujac wzér
(62) metoda LM. Innymi stowy chcemy metoda LM zminima-
lizowaé¢ wzgledem k, T; i T} warto$¢ wyrazenia

N

> [hlt:) - wil*

i=1

(63)

czyli

N 1 N . 2
3 {k [1 S (Tle*ﬁ —TQeTE)} - y} . (64)
i=1

Odpowiada to zadaniu (1) dla

- _ et )| —
fi=k [1 T (Tle 1 — The 2)} Yi (65)
orazi=1,...,N.
Mamy
af; 7 _ b
=1- (T T, — Tt T ) ,
Ok T, -1, U 1€ 2 (66a)
dfi k by _ L 15 —h 4
= — | — 2 — 1 b
o, T —Th {Tle BT (e e ) » (66D)
dfi k ti 4 Ty R —
= = = 66
o, Ty — Ty {Tf S (e toe ) » (660)

dlai=1,...,N.

Dla danych z pliku duobleInertialData.mat wyznacz me-
toda LM wartosci parametréw k i T, wykonaj odpowiednie
wykresy.

(Odpowiedz: k = 1.38, Th = 1.45, T = 2.32.)

Zadanie 6. Powtorzy¢é wszystkie wczesniejsze zadania ko-
rzystajac z funkcji lsgqnonlin lub lsqcurvefit, w wersji z
jakobianem i bez jakobianu. Wiecej informacji
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/lsqnonlin.
html#buuhch7-problem

oraz
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/lsqcurvefit.
html?searchHighlight=1sqcurvefit&s_tid=doc_srchtitle
W szczegdlnosci prosze zwrdci¢ uwage na informacje na temat
przekazywania jakobianu (ang. Jacobian).

Dodatek

Wyprowadzenie wzoru (29) Wzér (29) mozna otrzymaé naste-
pujaco.

N
Vif@)lz=v <Z fi(x)2>

=1

i=1
(55 @)
N af2
L5 ()
2fi() 5 ()
al 2fl(73) 89]:1- (x)
= z_; :8 2
2fi(x) $4= (x)
o (@)
N Ofi
= Z 2fi(z) 6302,(96)
i=1 :
5L ()
N
= 2fi(x)Vfi(x)
i=1
fi(z)
fn(z)
=2[Df(x)]" f(=). (67)
Alternatywnie mozna skorzysta¢ z ogdlnego wzoru
V(fTg) = (Df)"g+ Dg)" [, (68)

podstawiajac g = f. Wzér (68) mozna wyprowadzi¢ naste-
pujaco. Dla rézniczkowalnych funkcji, w ogdlnym przypadku
wektorowych, f: R?” - R™ g:R" — R™,

fi(z) 91(x)
f@y=1 |, gl@=| @ |, (69)
fm () gm ()
mamy,
ofh O Ofr
oxq Oxo e Oy,
ofs  0f2  Ofs
Df= |9 9= Grn (70)
oxq Oxo e Oxp
skad wynika, ze
Dfi
Df,
Df = . (71)



oraz

i analogicznie dla g.

Mamy

0f1 9f2 Ofm.
81'1 8:81 e 8901
Of  Ofs Ofm
(Df)T _ 8?:2 83.02 (’):icz
of, 0 0fm
0Ty, Oxn t Oxp
z[Vﬁ Vi ... me],
m
_p (z m)
i=1
m
> D(fig:)
=1
m
Z [0(fig:) a(figi)}
Oz e Oy,
i=1
mo
[¢) i o i 2} i3 0, i
Z gzaiﬁfias‘il giagn"'fiafn
i=1
m m
ofi ofi 9gi
Solodt a0 [hdn
i=1 i=1
m m
fi ofi 9gi
> 9 [aml 37] + fi [ai’l
=1 =1
m
> 9iDfi + Z f:Dgi
=1 =1
=g'Df+ f'Dg.

fi

9g;
ox,

Uwzgledniajac, ze

V(fTg) = D9 (74)

otrzymujemy ostatecznie

V(f*g) = (Df) g+ (Dg)" f. (75)
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