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1 Wstep

1.1 Notacja

Czesto bedziemy pisaé i € m zamiast i = 1,...,m.

1.2 Optymalizacja z ograniczeniami nieré6w-
nosciowymi

Rozpatrujemy zadanie optymalizacji wypuklej

Jfo(x) (1)
subjectto  fi(x) <0,

minimize
rER™
1€m

Dla zadania tego mozemy zdefiniowaé zbiér dopuszczalny (fe-
asible set)

Q={zeR"|fi(x) <0, i € m}, (2)

ktory jest zbiorem wypuklym z uwagi to, ze funkcje f;(x),
1 € m, sa wypukle. Zadania powyzszego typu mozna rozwia-
zywaé metodami funkeji bariery (barrier function). Zastosowa-
nie funkcji bariery umozliwia sprowadzenie zadan optymaliza-
cji z ograniczeniami nieréwnosciowymi do sekwencji zadan bez
ograniczen do rozwiazania ktérych mozemy zastosowaé pozna-
ne wczesniej metody np. metode Newtona.

Bedziemy w dalszym ciagu zaktadad, ze funkcje ograniczen nie-
réwnosciowych f;(x), i € m oraz funkcja celu fy sa dwukrotnie
rézniczkowalne. Dodatkowo zaktadamy, ze wartos¢ optymalna
p* funkcji celu jest skonczona i osiggana w punkcie optymal-
nym x*, oraz ze zadanie jest $ciSle dopuszczalne (strictly fe-
asible), tzn. ze istnieje pewien punkt (wektor) & € R™ taki,
ze

£i(@) <0, iem. (3)

1.3 Logarytmiczna funkcja bariery

Funkcje ciagla ¢ : R™ — R nazywamy wypukla funkcja barie-
ry (convex barrier function) dla zbioru Q, jesli jest wypukla
na zbiorze Q oraz (x) — oo dla & dazacych do brzegu zbioru
Q. Najczesciej uzywa sie tzw. logarytmicznej funkcji bariery
(logarithmic barrier function)

plx) = =iz log (= fi(z)) dla x € relint Q —_

+oo dla ¢ relint
gdzie

relint Q = {x e R"| fi(x) <0, i € m}. (5)

Zauwazmy, ze dla ¢ € m, k € n, mamy

dlog (—fi(xz)) 1 Ofi(=)
dxy,  fi(®) Owy ©)

zatem dla 7 € m

1 _0fi(=)
.’E) ox1

fb(ﬁ) 6902 —
: fi(z)

Vlog (—fi(z)) =

1 Ofi(=)
fi(z) Ozn

Gradient funkcji ¢ jest zatem réwny

ZVIog (z))

=1

— -y @) Vi (8)
=1 Z

m

za$ jej hesjan jest rowny

V2o(z) = DVip(x)

- sz:E fz(w)T_
-3 (T

—(1/t) log(—u)

u

Rysunek 1: Wykres funkcji —(1/t) log(
tosci parametru t.

—u) dla réznych war-

Idea rozwiazania zadania (1) polega na zastapieniu go przybli-
zeniem

fo(@) + To(@) (10)

gdzie t > 0 jest parametrem. Zakl6zmy, ze punkt optymalny
zadania (10) istnieje i jest jedyny, oznaczmy go x}, oraz ze
istnieje punkt startowy ag, ktoéry spetnia

minimize
rER™

filzg) <0, i€m. (11)

Uzycie funkcji ¢(x) zapobiega opuszczeniu przez rozwiazanie
obszaru 2, innymi stlowy () jest swego rodzaju bariera zbio-
ru Q, poniewaz p(x) = +oo dla & ¢  oraz p(x) dazy do
+oo kiedy @ zbliza sie do brzegu zbioru 2. (Méwiac bardziej
precyzyjnie, p(x) = +oo dla « ¢ relint Q oraz p(x) dazy do
+o00 kiedy x zbliza sie do wzglednego brzegu zbioru 2. Wigcej



informacji na temat wzglednego wnetrza zbioru i wzglednego
brzegu zbioru mozna znalezé w [1]).

Minimalizator @} (tzn. rozwiazanie) zadania (10) jest $cisle
dopuszcezalny (strictly feasible) dla zadania (1) tzn.

fi(z}) <0, iem. (12)
Przyjmijmy oznaczenie
1
Vi) = fo(x) + ?P(fﬂ)~ (13)
Z warunkéw optymalnosci pierwszego rzedu mamy
1
Vinlai) = Vi @) + @) <00
T=x]
zatem
= 1
Vfo(x}) + ——Vfi(x}) =0. 15
(@) + 30— Vi) (15)
Zdefiniujmy
1
A)i=——+—>0, i€m. 16
() —tfi(x}) (16)
Zauwazmy, ze lagranzjan dla zadania (1) jest postaci
L(m,A) = fo(®) + Y \ifi(). (17)
i=1
Zauwazmy, ze dla
1
A = )\*i:7>0, 1 €Em 18
(A7) —tfi(x}) (18)
lagranzjan ten
L, A7) = fo(@) + > _(\))ifi(x) (19)
i=1

osiaga minimum w &} poniewaz

VoL@ Ay = VL(@} A7)

= Vfo(x}) + Z(/\:)zvfl(w:)

=1

= Viila) + 30 = Vi)
i=1 At

—0. (20)

Biorac pod uwage, ze dualna funkcja Lagrange’a

g(A) = rr%cin L(x, ) A>0 (21)

jest dolnym ograniczeniem dla wartoéci optymalnej p* zadania
(1), tzn.
g(N) <p*, (22)

otrzymujemy dla XA = A}

P> g(A})

= L(z}, A)

— fo(ai) + Y (\ifi(a?)

= o) + 30 = fa)

= folw}) = 7 (23)

czyli
<p” (24)

czyli

m
folat) - p" <

(25)

Nieréwnosé (25) stanowi podstawowe uzasadnienie metody
funkcji bariery, poniewaz oznacza, ze rozwiazanie x*(t) zada-
nia bez ograniczen (10) jest e-suboptymalnym rozwiazaniem
zadania z ograniczeniami (1), tzn. dla danego € > 0 zachodzi

folzl) —p* <e jeshi % <e, (26)
skad otrzymujemy
folay) == p. (27)

Przyktad 1. WeZzmy pod uwage nastepujace zadanie optyma-
lizacji

minimize cx
T€R

subjectto x>
T <

a,

b.

Zakladamy, ze b > a, ¢ # 0. Zadanie to mozemy zapisaé¢ w
postaci standardowej

minimize fo(x)
subjectto  fi(x) <0, i=1,...,m

gdzie fo(z) =cx, m=2, fi(z) =a— =z, fo(x) =2 —b.
Zdefiniujmy funkcje

Y (z) = cx — % [log(z — a) + log(—z 4+ b)]. (28)

Pierwsza i druga pochodna funkcji 1;(z) wyrazaja si¢ naste-
pujaco

é(w)Zc—HzlaJrzlb}, (29)
0= o2 o) 0

Zauwazmy, ze wewnatrz przedzialu (a,b) mamy ¢} (z) > 0
czyli funkcja ¥ jest wypukla. Przyréwnujac do zera pochodna
funkeji 9 (z) otrzymujemy réwnanie kwadratowe

2 b
:EQ—(a—i—b—l—)x—i—ab—i—a—'_ =0. (31)
ct ct
Roéwnanie to ma dwa pierwiastki
a+b+24,/(b—a)2+(2)°
T = ct (ct) ) (32)

2

Interesuje nas rozwiazanie wewnatrz przedzialu (a,b), zatem
mamy

a2 (2)?
(Qb *+() dlac>0

vy = (33)

a 2 _a 22
gt (@) lae <o,

atb+Z—




Pamiegtajac, ze b > a, dla ¢ > 0 mamy

at+b+2—/(b—a)?+(2)
lim 27 = lim
t——+o00 t——+oo 2
_a+b—|b—ad
B 2
_a+b—(b—a)
B 2
=a, (34)
a dla ¢ < 0 mamy
a+b+2+ (b—a)2+(%)2
lim 2} = lim
t—~+oo t—+oo 2
_a+b+[b—a
B 2
_a+b+(b—a)
B 2
=b. (35)

Na Rys. 2-4, dla a = 0.5, b = 2, ¢ = 0.9, przedstawiono wykre-
sy funkeji fo(x), ¥i(x), ¥i(z) i ¢} (x), dla wybranych wartosei
parametru ¢ (Tab. 1), w Tab. 1 podano réwniez wartosci roz-
wigzan zadania

mir;ielﬁize () (36)
dla tych wartosci parametru t.
Tabela 1
t 1 2 4 8 16 32
xy | 1.0206 | 0.8722 | 0.7280 | 0.6261 | 0.5662 | 0.5339
3
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Rysunek 2: Wykresy funkeji fo(x) (kolor czerwony), 1 (z) =
cx — 1 [log(z — a) + log(—z + b)] (kolor niebieski) dla wartoéci
parametru t z Tab. 1 oraz a = 0.5, b = 2, ¢ = 0.9. Niebieskimi
kropami zaznaczono minima funkcji 1 (x).
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Rysunek 3: Wykres pochodnej (gradientu) v (z) (kolor nie-
bieski) oraz pochodnej (gradientu) f4(x) (kolor czerwony), dla
warto$ci parametru ¢ z Tab. 1 oraz a = 0.5, b = 2, ¢ = 0.9.
Niebieskimi kropami zaznaczono miejsca zerowe ;(z) odpo-
wiadajace minimom funkcji ¥ ().
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Rysunek 4: Wykres drugiej pochodnej (hesjanu) vy (z) =

t | (w—a)? (z—b)2

a=0.5,b=2,¢=0.9.

14 ¥} dla wartosci parametru ¢t z Tab. 1 oraz

1.4 Sekwencyjna metoda bariery

Mogtoby sie wydawacé, ze najprosciej przyjac

t>= (37)
€

i rozwiazaé (10) uzywajac np. metody Newtona. W praktyce
takie podejscie moze okazaé sie mato skuteczne, nie tylko dla
tego, ze punkt startowy axg moze by¢ potozny daleko od punk-
tu optymalnego x*, ale przede wszystkim dlatego, ze funkcja
(13) jest na ogdl zle uwarunkowana dla duzych t (tzn. hesjan
funkcji ¢ zmienia sie szybko w poblizu brzegu zbioru ), co
powoduje, ze metoda Newtona moze potrzebowaé bardzo wielu
iteracji aby zbiec do x}. Ponadto, jesli fy jest funkcja lionowa,
to dla duzych wartosci t hesjan

v (o) + o) 59

dla z, ktére nie znajduja si¢ blisko brzegu obszaru dopuszczal-
nego, bedzie macierza bliska osobliwej, co moze powodowaé
trudnosci numeryczne przy stosowaniu metody Newtona (Rys.
4). W zwiazku z tym, w praktyce, rozwiazuje sie sekwencje za-
dan (10) zaczynajac od nieduzych wartosci t i zwigkszajac je
stopniowo, az do spelnienia warunku

— <€ (39)

Postepowanie takie mozna przedstawi¢ w postaci algorytmu
podanego w ramce na koncu sekcji.



Kazda iteracje k w powyzszym algorytmie nazywamy krokiem
centrujacym (centering step) lub iteracja zewnetrzna (outer
iteration), punkt x} nazywamy k-tym punktem centralnym
(central point), za$ krzywa, ktérg tworza minima xj funk-
cji (13) dla kolejnych wartosci k, nazywamy $ciezka centralng
(central path), zawiera sie ona w zbiorze dopuszcalnym €. Z te-
go powodu sekwencyjna metoda bariery nalezy do tzw. metod
punktu wewnetrznego (interior-point methods).

Kazdy krok centrujacy wymaga pewnej liczby iteracji we-
wnetrznych, ktore sa iteracjami algorytmu Newtona, potrzeb-
nymi do wyznaczenia xj, z zadang dokladnoscia.

Sekwencyjna metoda bariery
(ang. sequential barrier method)

dane: Scisle dopuszczalny xg, tinit, v > 1, € >0

1. Podstawiamy k = 0, t = tjnit-
2. Uzywajac metody Newtona z tlumieniem
rozwiazujemy zadanie

1
minimize fo(x) + ;(p(ac)

dla punktu startowego xj, oznaczamy roz-
wiazanie optymalne tego zadania przez xj.

3. Aktualizujemy x4 «— .

4. Jedli m/t < €, zwracamy «x} i konczymy al-
gorytm.

5. Aktualizujemy t < ~t, k < k + 1 i przecho-
dzimy punktu 2.

1.4.1 Liczba iteracji metody SBM

Jak juz wspomniano, podstawienie tiyi; > m/e zagwarantowa-
toby zbieznoéé omdwionej metody w jednym kroku centruja-
cym (iteracji zewnetrznej), jednak mogloby znacznie zwigkszy¢
liczbe iteracji wewnetrznych, dlatego zwicksza sie¢ stopniowo
warto$¢ t podstawiajac tx11 = 7yt gdzie t oznacza wartos$é
t w k-tym kroku centrujacym. Liczba iteracji zewnetrznych
(krokéw centrujacych) potrzebnych do znalezienia rozwiazania
z zadang dokladnoscia € wynosi

gdzie [z] oznacza funkcje sufit (ang. ceiling), tzn. najmniejsza
liczbe calkowita nie mniejsza od x. Wyprowadzenie wzoru (40)
mozna znalezé w [1].

1.5 Wyznaczanie $ciSle  dopuszczalnego

punktu poczatkowego

Metoda bariery wymaga znajomosci Scisle dopuszczalnego
(strictly feasible) punktu startowego xg, ktéry mozna wyzna-
czy¢ rozwiazujac pomocnicze zadanie optymalizacji, nazywane
czesto zadaniem pierwszej fazy (phase I problem). Punkt x dla
ktérego zachodzi

filx) <0, i€m (41)
mozna znalez¢ rozwiazujac zadanie optymalizacji
minimize s (42)
TER™ sER

subjectto fi(x) <s, i€ m,

dla ktorej zawsze mozemy tatwo znalezé Scisle dopuszczalny
punkt startowy, wybierajac dowlny punkt Zo (np. £y = 0) a
nastepnie dobierajac wartosé sg tak, ze

» fm(Z0)}, (43)

S > max{fl(:io), R

np. ktadac

So = 1 +maX{f1(:i0)7...,fm(530)}. (44)

Rozwiazujac zadanie pomocnicze (42), np. metoda SBM,
otrzymujemy punkt optymalny (Z*, s*), wéwczas mozemy wy-
roznié trzy przypadki.

1. Jesli s* < 0 to znaczy, ze f;(Z*) < s* <0, zatem T* jest
punktem scisle dopuszczalnym dla zadania (1)

2. Jesli s* = 0 to znaczy, ze zadanie wyjsciowe nie ma Scisle
dopuszczalnego rozwigzania.

3. Jedli s* > 0 to znaczy, ze zadanie wyjsciowe nie ma roz-
wiazania (infeasible)

W praktyce jesli s* < —e dla pewnego ,rozsadnego” € > 0, to
Z* jest Scisle dopuszcezalny (strictly feasible). Warunek s* < 0
mozna przyjaé jako kryterium stopu przy rozwiazywaniu (42).

Przyklad 2. Chcemy wyznaczy¢ € R™ taki, ze Ax < b,
dla A € R™*"™ b € R™. W tym celu formulujemy zadanie
optymalizacji

minimize s (45)

TER™,5ER

subjectto Ax —b < 1s

gdzie
1=[1 ... 1]". (46)

Zauwazmy, ze dla @ = 0 oraz 1 + max(—b nieréwnosé¢ w (45)
jest spelniona w sposob ostry, tzn.

Ax —b<1s (47)

zatem przyjmujac oznaczenia

&= [f] eR™ A=[A 1] eR™ 0D (48)

b=beR", &= m € R*! (49)

mozemy zapisa¢ zadanie (45) w postaci

minimize &% (50)
ZeRnt1
subject to A% < b,

dla ktorego mozemy podac Scisle dopuszczalny punkt startowy

z= {1 + mgx(—b)] B {1 — nr(l)in(b)] ' (51)

Znajac Sci$le dopuszczalny punkt startowy mozemy metoda
SBM rozwiaza¢ zadanie (50) i tym samym, korzystajac z tego,
ze

&= [ﬂ e R™M, (52)

znalezé punkt & € R”™ taki, ze Ax < b.



2 Rozwigzywanie zadan LP metoda
SBM

2.1 Logarytmiczna funkcja bariery dla zada-
nia LP

Dla zadania LP

minimize cx (53)
TER™
subjectto ajx <b;, {E€m
mamy
o(x) =— Z log(b; — a; x), (54)
i=1
m a;
\Y% = 55
o) =3 5 (55)
= a;a’l
V2 = -t 56
o(x) ; (o= a'a)? (56)

2.2 Nieréwnosci liniowe i wieloSciany

Zbiér punktéw x € R™ spelniajacych liniowa nieréwnosé
a™x < bdlab e R jest domknieta pélprzestrzenia (ang. closed
half-space). Wektor a jest normalny do brzegu tej p6lprzestrze-
ni i wskazuje na zewnatrz. Uklad m liniowych nieréwnosci

ajx <b;, i€m, (57)
wyznacza obszar w R, ktéry jest przecieciem m pdlprzestrze-
ni i ktéry nazywamy wieloscianem (ang. polyhedron). Wielo-
Scian jest zbiorem wypuklym (jako przecigcie zbioréw wypu-
klych). W zaleznosci od uktadu nieréwnosci

T .
a;xr <b, i€m,

wielodcian moze byé ograniczony lub nieograniczony. Wielo-

Scian ograniczony nazywamy wielokomorka (ang. polytope).

Przyjmujac oznaczenia

af bl
ag bg
=1 b=, (59)
a;, b
mozemy napisa¢ uktad nieréwnosci
ajx <b;, i€m, (60)
w postaci macierzowo-wektorowej
(61)

Az < b,

gdzie nieréwnos¢ jest rozumiana jako nieréwnos$¢ odpowiednich

elementéw (ang. component-wise inequality), tzn. dla

U1 wq
V2 w2
v = L, w= . ,
Um Wm
napis
v<<w

onacza, ze v; < w;, ¢ € m.

(58)

(62)
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Rysunek 5: Wielokomérka opisana zaleznosciami (64) i (65).
Wielokomérka jest przecigciem (czesa wspélna), pdiplaszczyzn
opisanych nieréwnoéciami a] x < b;, gdzie a; jest i-tym wier-
szem macierzy A, natomiast b; jest i-tym elementem wektora b.
Innymi stowy wielokomérka jest opisana nieréwnoscig Ax < b.
Linie przerywane sa wykresami prostych (ogdélnie hiperplasz-

czyzn) postaci al z < b;.
Przyktad 3. Wezmy pod uwage uklad nieréwnosci

Ax < b, (64)
gdzie
0.4873 —0.8732 1
0.6072  0.7946 1
0.98%0 —0.1546 1
A=1 o142 —09768 | °= |1 (65)
—0.9871 —0.1601 1
0.9124  0.4093 1

Mamy wiec 6 nieréwnosci liniowych, z ktérych kazada definiuje
pewna polprzestrzen, natomiast ich uktad definiuje wieloscian
(Rys. 2.). Wielokomoérke reprezentowana przez przeciecie pol-
przestrzeni nazywamy H-wielokomérks (ang. H-polytope).

3 Zadania

Zadanie 1. Napisa¢ w $rodowisku Matlab funkcje, ktéra dla
zadanych macierzy A i wektora b bedzie zwracaé wektor x

taki, ze Ax < b.
Zadanie 2. Napisa¢ w srodowisku Matlab skrypt do rozwia-

zywania zadania LP
o T
minimize c'x
zeR™
subjectto Ax < b

metoda SBM przy zalozeniu, ze znany jest $cisle dopuszczalny
punkt startowy (przyjaé¢ @y = 0), gdzie ¢ = [-0.5 0.5]", za$

A, b sa dane przez (65).
Wykonaé¢ odpowiednie wykresy (jak na Rys. 5 1 Rys. 6, moz-
na skorzysta¢ z polecenia £ill, colorbar). Poréwnaé otrzy-

many wynik z rozwigzaniem znalezionym za pomoca funkcji
linprog.
Wskazéwka 1: Dla zadania LP metoda SBM ma postaé

(63)



T2

Sekwencyjna metoda bariery
dla zadania LP

dane: Scisle dopuszczalny xg, tinit, v > 1, € >0

1. Podstawiamy k = 0, t = tinit-

2. Uzywajac metody Newtona z tlumieniem
rozwigzujemy zadanie

minimize ¥ (x) (66)
xr
dla punktu startowego xj, gdzie
1
Yil@) = fol@) + (@)

1 m
=c'x— n Zlog(bi —a;x),
i=1

V() = Vfola) + 5 V(@)

1 i a;a;
-t &~ (bj—alx)?’
Rozwiazanie optymalne zadania (66) ozna-
czamy pIrzez xj.
3. Aktualizujemy ;41 — xf.

4. Jedli m/t < €, zwracamy x} i koficzymy al-
gorytm.

5. Aktualizujemy t < ~t, k <— k + 1 i przecho-
dzimy punktu 2.
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Rysunek 6: Wykres obszaru dopuszczalnego, punktéw cen-
tralnych oraz poziomic funkcji bariery dla Zadania 1. Czarnym
kwadratem zaznaczono punkt startowy xo. Czarnymi kropami
kolejne minima iteracji zewnetrznych. Liniami przerywanymi
zaznaczono poziomice funkcji celu. Rozwigzaniem jest punkt
wierzchotkowy Topt = [0.9126, —0.6359]" (zaznaczony czer-
wong kropa).

Wskazowka 2: Przyjmujac oznaczenia

CL;F b1 T
0,5 bg T2
A= . S Rmxn’ b= y L= ) (67)
ar, bm T
mozemy wyrazenia
Slostt—ae) S5t 3Gt O

zapisa¢ w Srodowisku Matlab nstepujaco

sum (log (b-A*x))

A x(1./(b-A*x))
(diag(1./(b-A*x))*A)’*(diag(1l./(b-A*x))*A)

Wskazéwka 3: Jak juz wspomniano, rysujac wykres poliko-
morki 2D mozna skorzystaé z polecenia £i11. Wierzchotkami
polikomérki opisanej zaleznodciami (64) i (65) sa kolumny ma-
cierzy V

V= 0.1562 0.9127 1.0338 0.8086 —1.3895 —0.8782 (69)
~ |—1.0580 —0.6358 0.1386 0.6406 2.3203 —0.8311

Wskazdéwka 4: Mozna przyjac to = 1, v = 2.5.

Zadanie 3. Rozbudowaé¢ skrypt z Zadania 2 w taki sposéb,
aby Scisle dopuszczalny punkt startowy byl wyznaczany auto-
matycznie (metoda opisang w paragrafie 1.5).

Zadanie 4. Napisa¢ funkcje w srodowisku Matlab, do rozwia-
zywania metoda SBM zadan LP postaci

minimize c"x
rER™
subjectto Ax < b

dla dowolnych danych wejéciowych tzn. A, b i c.
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