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1 Metoda najmniejszych kwadratów

Rozpatrujemy równanie

Ax = y, (1)

gdzie A ∈ Rm×n, oraz rankA = n, tzn. macierz A jest pełne-
go rządeu kolumnowego, czyli ma liniowo niezależne kolumny.
Przypomnijmy, że jeśli A ∈ Rm×n to

(rankA = n) ⇐⇒ (Ax = 0 ⇐⇒ x = 0) , (2)

Wówczas mamy również det (ATA) 6= 0. Załóżmy, że równanie
(1) ma rozwiązanie, wówczas możemy pomnożyć obie strony
lewostronnie przez macierz AT

ATAx = ATy, (3)

a następnie wyznaczyć

x = (ATA)
−1
ATy. (4)

Wzór (4) daje nam dokładne rozwiązanie równania (1) pod wa-
runkiem, że rozwiązanie takie istnieje oraz macierz A jest peł-
nego rządu kolumnowego. Jeżeli macierz A nie jest pełnego rzą-
du kolumnowego, to det (ATA) = 0, zatem nie istnieje odwrot-
ność macierzy ATA i wzór (4) nie ma sensu. Można postawić
pytanie, jaki sens ma wzór (4), jeżeli macierz A ma pełen rząd
kolumnowy ale równocześnie (1) jest układem sprzecznym i nie
istnieje jego rozwiązanie. Okazuje się, że w takim przypadku,
x̂ = (ATA)

−1
ATy jest minimalizatorem wyrażenia ‖Ax− y‖2.

Mówimy też, że x̂ = (ATA)
−1
ATy jest przybliżonym rozwią-

zaniem w sensie najmniejszych kwadratów równania (1) (ang.
LS solutinon, gdzie LS pochodzi od least squares). Możemy się
o tym przekonać w następujący sposób. Zacznijmy od tego, że

‖Ax− y‖2 = [Ax− y]
T

[Ax− y]

= [xTAT − yT] [Ax− y]

= xTATAx− 2yTAx+ yTy. (5)

Dla ustalonych A i y, dowolny wektor x możemy napisać w
postaci sumy x = (ATA)

−1
ATy+ ξ (gdzie ξ jest pewnym wek-

torem), mamy wówczas xT = yTA (ATA)
−1

+ ξT oraz dalej

‖Ax− y‖2 = xTATAx− 2yTAx+ yTy (6)

=
[
yTA (ATA)

−1
+ ξT

]
ATA

[
(ATA)

−1
ATy + ξ

]
−2yTA

[
(ATA)

−1
ATy + ξ

]
+ yTy

= −yTA (ATA)
−1
ATy + yTy + ξTATAξ. (7)

Zauważmy, że wyrazy −yTA (ATA)
−1
ATy i +yTy są stałe, na-

tomiast dla ξTATAξ możemy przeprowadzić następującą ana-
lizę. Oznaczmy Aξ = v, ponieważ rankA = n to Aξ = 0 ⇐⇒
ξ = 0, mamy zatem

ξTATAξ = [Aξ]
T
Aξ = vTv = ‖v‖2 ≥ 0, (8)

równocześnie
‖v‖2 = 0⇐⇒ v = 0. (9)

Zatem najmniejsza wartość wyrażenia ξTATAξ wynosi 0 i jest
osiągana tylko dla ξ = 0. Zatem dla x = (ATA)

−1
ATy+ ξ wy-

rażenie ‖Ax− y‖2 osiąga namniejszą wartość dla ξ = 0 czyli
faktycznie x̂ = (ATA)

−1
ATy jest minimalizatorem wyrażenia

‖Ax− y‖2.

2 Pseudoinwersja Moore’a-Penrose’a
Zakładamy, że A ∈ Rm×n, rankA = r ≤ min(m,n). Korzysta-
jąc z rozkładu SVD możemy napisać

A = UΣV T, (10)

gdzie
U ∈ Rm×r, Σ ∈ Rr×r, V ∈ Rr×n, (11)

UTU = Ir, V TV = Ir, (12)

oraz

Σ =

σ1

. . .
σr

 , σ1 ≥ . . . ≥ σr > 0. (13)

Liczba r jest rzęde macierzy A. Zdefiniujmy macierze

Ũ =
[
U U⊥

]
∈ Rm×m, Ṽ =

[
V V⊥

]
∈ Rn×n, (14)

takie, że
ŨTŨ = Im, Ṽ TṼ = In. (15)

Wynika stąd, że

UTU⊥ = 0, UT
⊥U⊥ = Im−r, (16)

V TV⊥ = 0, V T
⊥V⊥ = In−r, (17)

Definiując

Σ̃ =

[
Σ 0
0 0

]
∈ Rm×n, (18)

możemy napisać

Ũ Σ̃Ṽ T =
[
U U⊥

]
Σ̃ =

[
Σ 0
0 0

] [
V V⊥

]T
=
[
U U⊥

]
Σ̃ =

[
Σ 0
0 0

] [
V T

V T
⊥

]
= UΣV T. (19)

Dla A ∈ Rm×n, o rozkładzie SVD A = UΣV T definiujemy
pseudoodwrotność Moore’a-Penrose’a wzorem

A† = V Σ−1UT, (20)

gdzie

Σ−1 =

1/σ1

. . .
1/σr

 . (21)

Lemat 1. Niech x̂ = A†y. Wówczas
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1. Wektor x̂ = A†y jest minimalizatorem wyrażenia
‖Ax− y‖22.

2. Dla każdego z takiego, że

‖Ax̂− y‖ = ‖Az − y‖ (22)

zachodzi
‖x̂‖ ≤ ‖z‖ (23)

Dowód. Część pierwsza.

‖A(x̂+ ξ)− y‖2 = [A(x̂+ ξ)− y]
T

[A(x̂+ ξ)− y]

=
[
A(A†y + ξ)− y

]T [
A(A†y + ξ)− y

]
=
[
(AA† − I)y +Aξ

]T [
(AA† − I)y +Aξ

]
=
[
(AA† − I)y

]T [
(AA† − I)y

]
+2
[
(AA† − I)y

]T
Aξ + [Aξ]

T
[Aξ] (24)

Zauważmy, że

AA†A = UΣV TV Σ−1UTUΣV T

= UΣV T

= A (25)

oraz

(AA†A)T = (UΣV TV Σ−1UT)T

= (UUT)T

= UUT (26)

zatem
(AA†)TA = UUTUΣV T = UΣV T = A. (27)

Wynika stąd, że
(AA† − I)TA = 0, (28)

a zatem z (24) wynika, że

‖A(x̂+ ξ)− y‖2 = ‖Ax̂− y‖2 + ‖Aξ‖2 ≥ ‖Ax̂− y‖2 (29)

dla każdego ξ ∈ Rn, czyli x̂ = A†y jest minimalizatorem wy-
rażenia ‖Ax− y‖, gdyż dla każdego x można znaleźć takie ξ,
że x = x̂+ ξ. To kończy dowód pierwszej części lematu.
Przeprowadzając dowód drugiej części lematu skorzystamy z
faktu, że

Aξ = 0 ⇐⇒ (A†)Tξ = 0, (30)

który można łatwo wykazać, korzystając z rozkładu SVD. Z
jednej strony mamy

Aξ = 0 =⇒
UΣV T = 0 =⇒

Σ−1UTUΣV Tξ = Σ−1UT0 =⇒
V Tξ = 0 =⇒

UΣ−1V Tξ = 0 =⇒(
V Σ−1UT

)T
ξ = 0 =⇒

(AT)
T
ξ = 0. (31)

z drugiej strony

(AT)
T
ξ = 0 =⇒(

V Σ−1UT
)T
ξ = 0 =⇒

UΣ−1V Tξ = 0 =⇒
ΣUTUΣ−1V Tξ = ΣUT0 =⇒

V Tξ = 0 =⇒
UΣV Tξ = UΣ0 =⇒

Aξ = 0. (32)

Dla dowolnego z ∈ Rn istnieje ξ ∈ Rn taki, że z = x̂ + ξ. Z
dowodu pierwszej części lematu wiemy, że

‖Az − y‖2 = ‖A(x̂+ ξ)− y‖2

= ‖Ax̂− y‖2 + ‖Aξ‖2 (33)

zatem
‖Az − y‖2 = ‖Ax̂− y‖2 (34)

wtedy i tylko wtedy, gdy Aξ = 0. Zatem mamy

‖z‖2 = ‖x̂+ ξ‖2

=
∥∥A†y + ξ

∥∥2

=
[
A†y + ξ

]T [
A†y + ξ

]
=
∥∥A†y∥∥2

+ 2 ξTA†︸ ︷︷ ︸
=0

y + ‖ξ‖2

= ‖x̂‖2 + ‖ξ‖2

≥ ‖x̂‖2 . (35)

3 Zadanie regresji liniowej
Zadanie regresji liniowej polaga na możliwie najlepszym dopa-
sowaniu prostej y = au+ b do pewnego zbioru punktów

{(u1, y1), . . . , (uN , yN )} . (36)
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Rysunek 1: Prosta regresji liniowej.

Najlepsze dopasowanie jest rozumiane jako minimalizacja su-
my

N∑
i=1

(aui + b− yi)2 (37)

względem parametrów a i b.
Zauważmy, że

N∑
i=1

(aui + b− yi)2 =


au1 + b− y1

au2 + b− y2

...
auN + b− yN


T 

au1 + b− y1

au2 + b− y2

...
auN + b− yN



=



u1 1
u2 1
...

...
uN 1


[
a
b

]
−


y1

y2

...
yN




T

u1 1
u2 1
...

...
uN 1


[
a
b

]
−


y1

y2

...
yN



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Oznaczając

x =

[
a
b

]
, A =


u1 1
u2 1
...

...
uN 1

 , y =

 y1

...
yN

 (38)

możemy napisać

N∑
i=1

(aui + b− yi)2 = [Ax− y]
T

[Ax− y] = ‖Ax− y‖22 . (39)

Zatem zadanie dopasowania prostej do danego zbioru punktów
sprawadza się do

minimize
x

‖Ax− y‖22 . (40)

Można wykazać, że spośród wszystkich minimalizatorów wyra-
żenia ‖Ax− y‖2 ten, który sam ma najmniejszą normę, wyraża
się wzorem

x̂ = A†y (41)

gdzie A† oznacza pseudoodwrotność Moore’a-Penrose’a macie-
rzy A (w środowisku Matlab można ją wyznaczyć za pomocą
funkcji pinv).

4 Metoda największej wiarygodności
Metoda największej wiarygodności (ang. ML, maximum likeli-
hood method) może być traktowana jako uogólnienie klasyczne-
go zadania najmniejszych kwadratów. W metodzie tej przyj-
mujemy, że najbardziej wiarygodnym modelem otrzymanym
na podstawie danych jest ten, dla którego suma kwadratów
residuów (reszt) przyjmuje najmniejszą wartość. Zakładamy,
że model jest opisany pewną funkcją f(x, u), gdzie x jest wek-
torem parametrów modelu. Zależność między sygnałem wej-
ściowym a sygnałem wyjściowym jest opisana zależnością

yi = f(x, ui) + ri, i = 1, . . . , N (42)

gdzie ri jest różnicą między odpowiedzą układu przewidzianą
przez model (predykcją) dla sygnału wejściowego ui a warto-
ścią zmierzoną yi, tzn.

ri = f(x, ui)− yi, i = 1, . . . , N (43)

W zapisie macierzowym r1

...
rN


︸ ︷︷ ︸
R

=

 f(x, u1)
...

f(x, uN )


︸ ︷︷ ︸

F (x,U)

−

 y1

...
yN


︸ ︷︷ ︸
Y

(44)

czyli
R = F (x, U)− Y. (45)

W metodzie LM wybieramy taki wektor parametrów x dla
którego ‖R‖2 osiąga minimum, innymi słowy minimalizujemy
względem x wyrażenie

‖F (x, U)− Y ‖2 . (46)

Jeżeli model F (x, U) jest liniowy względem parametrów x, tzn.
dla dowolnych x(1), x(2) oraz dowolnych skalarów α1, α2 za-
chodzi

F (α1x
(1) + α2x

(2), U) = α1F (x(1), U) + α2F (x(2), U), (47)

to można znaleźć macierz A(U) taką, że

F (x, U) = A(U)x. (48)

Wówczas mamy

‖R‖2 = ‖F (x, U)− Y ‖2 = ‖A(U)x− Y ‖2 . (49)

W takiej sytuacji, wektor parametrów x̂ dla którego ‖R‖2 osią-
ga minimum jest dany wzorem

x̂ = [A(U)]
†
Y. (50)

Więcej informacji na temat metody najmniejszych kwadratów
można znaleźć np. w [1, 2, 3, 4].

5 Zadania

Zadanie 1. Przymocowaną do sufitu sprężynę o współczynni-
ku sprężystości k obciążano różnymi ciężarkami o masie m za
każdym razem mierząc długość l sprężyny. Wykonano N = 8
pomiarów. Wyniki przedstawia Tabela 1.

Tabela 1

k mk [kg] lk [m]
1 0.2 0.062
2 0.3 0.065
3 0.4 0.068
4 0.5 0.077
5 0.6 0.085
6 0.7 0.087
7 0.8 0.094
8 0.9 0.105

Zgodnie z prawem Hooke’a

mg = k(l − l0), (51)

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie, l0 oznacza długość
sprężyny nie obciążonej (długość swobodną). Metodą naj-
mniejszych kwadratów dopasuj prostą

l = l0 +
mg

k
(52)

do danych pomiarowych z Tabeli 1. Wykonaj odpowiedni wy-
kres (Rys. 2). Przyjmując g = 9.81

[
N
kg

]
, znajdź estymaty dłu-

gości swobodnej l0 oraz współczynnika sprężystości k.
Wskazówka 1 Zgodnie z (52) mamy

 l1...
lN


︸ ︷︷ ︸
Y

=

1 m1

...
...

1 mN


︸ ︷︷ ︸

A

[
l0
g
k

]
︸︷︷︸
x

, (53)

zatem po wyznaczeniu x̂ = A†Y możemy obliczyć estymaty
parametrów l̂0 i k̂.
(Rozwiązanie: k̂ = 161.26[N/m], l̂0 = 0.0469[m])
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Rysunek 2: Dopasowanie zależności l = l0 + mg
k

do danych
pomiarowych.

Zadanie 2. W obwodzie płynie prąd sinusoidalny

i(t) = U cos(ωt+ ϕ), (54)

o pulsacji ω = 100π [rad/s]. Zmierzono wartość natężenia prą-
du i(t) w kilku kolejnych chwilach czasowych, wyniki pomiarów
przdstawia Tabela 2.

Tabela 2

k tk [s] ik [A]
1 0 4.38
2 0.001 3.59
3 0.002 2.91
4 0.003 1.18
5 0.004 -0.64
6 0.005 -1.92
7 0.006 -3.47
8 0.007 -4.53
9 0.008 -4.91
10 0.009 -4.79

Metodą najmniejszych kwadratów znajdź wartość amplitudy
U i przesunięcia fazowego ϕ a następnie wykonaj odpowiedni
wykres (Rys. 3).
Wskazówka 1 możesz skorzystać z zależności

U cos(ωt+ ϕ) = V cos(ωt) +W sin(ωt), (55)

U =
√
V 2 +W 2, ϕ = arc cos

(
V√

V 2 +W 2

)
. (56)

Innymi słowy, znajdź najpierw wartości współczynników V i
W w

i(t) = V cos(ωt) +W sin(ωt). (57)

(Rozwiązanie: Â = 5.0058[V], ϕ̂ = 0.4147[rad])
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Rysunek 3: Dopasowanie zaleśności i(t) = U cos(ωt+ ϕ) dla
pulsacji ω = 100π [rad/s].

Zadanie 3. Z wysokości kilkunastu metrów zrzucono kamień.
Położenie kamienia zmierzono w kolejnych chwilach czasowych.
Wyniki tych pomiarów przedstawia Tabela 3.

Tabela 3

k tk [s] yk [m]
1 0.0 15.5
2 0.2 14.8
3 0.4 14.0
4 0.6 14.1
5 0.8 13.6
6 1.0 11.6
7 1.2 10.4
8 1.4 7.3
9 1.6 5.3
10 1.8 1.1

Z mechaniki wiadomo, że położenie swobodnie spadającego
ciała wyraża się zależnością

y = y0 + v0t−
1

2
gt2, (58)

gdzie y0 oznacza położenie początkowe, v0 oznacza prędkość
początkową (jej składową pionową). Metodą najmniejszych
kwadratów oszacuj początkową wysokość kamienia y0, jego po-
czątkową prędkość v0 oraz przyspieszenie ziemskie g, a następ-
nie wykonaj odpowiedni wykres (Rys. 4).

(Rozwiązanie: ŷ0 = 14.8528[m], v̂0 = 2.1568[m/s], ĝ =
10.5682[m/s2])
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Rysunek 4: Dopasowanie zależności y = y0 + v0t− 1
2
gt2.

Zadanie 4. [3] Przy badaniu wpływu temperatury t na chód
zegara ω otrzymano wyniki podane w Tabeli 4.

Tabela 4

k tk [deg C] ωk
1 5.0 2.60
2 9.6 2.01
3 16.0 1.34
4 19.6 1.08
5 24.4 0.94
6 29.8 1.06
7 34.4 1.26

Przyjmując, że prawdziwa jest zależność

ω = a0 + a1(t− 15) + a2(t− 15)2, (59)

wyznaczyć metodą najmniejszych kwadratów estymaty współ-
czynników a0, a1 oraz a2, a następnie wykonaj odpowiedni
wykres (Rys. 5).
(Rozwiązanie: â0 = 1.4046, â1 = −0.0831, â2 = 0.0039)
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Rysunek 5

Zadanie 5. [3] W Tabeli 5 podano wskazania aneroidu U i
barometru rtęciowego W przy różnych temperaturach t.

Tabela 5

k tk [◦C] Uk [mm] Wk [mm]
1 10.0 749.0 744.4
2 6.2 746.1 741.3
3 6.3 756.6 752.7
4 5.3 758.9 754.7
5 4.8 751.7 747.9
6 3.8 757.5 754.0
7 17.1 752.4 747.8
8 22.2 752.5 748.6
9 20.8 752.2 747.7
10 21.0 759.5 755.6

Metodą najmniejszych kwadratów wyznacz współczynniki a0,
a1 oraz a2 dla wzoru wyrażającego zależność W od t i U

W = U + a0 + a1t+ a2(760− U). (60)

(Rozwiązanie: â0 = −3.6249, â1 = −0.0101, â2 = −0.0671)

Zadanie 6. [3] Wyniki pomiarów oporu elektrycznego ρ mo-
libdenu w zależności od temperatury T zebrano w Tabeli 6.

Tabela 6

k Tk [◦K] ρk
1 2289 61.97
2 2132 57.32
3 1988 52.70
4 1830 47.92
5 1489 37.72
6 1286 32.09
7 1178 28.94

Metodą najmniejszych kwadratów wyznacz współczynniki a0

i a1 dla wzoru wyrażającego zależność ρ od T

ρ = a0 + a1T. (61)

Wykonaj odpowiedni wykres (Rys. 6) (Rozwiązanie: â0 =
−6.3172, â1 = 0.0298)
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Rysunek 6: Dopasowanie zależności ρ = a0 + a1T .

Zadanie 7. [3] Kondensator naładowany jest do pewnego na-
pięcia odpowiadającego chwili rozpoczęcia pomiaru czasu, po
czym roładowuje się wskutek pewnego oporu. Napięcie U jest
mierzone z dokładnością do 5 V w różnych momentach. Wyniki
pomiarów przedstawia Tabela 7.
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Tabela 7

k tk [s] Uk [V]
1 0 100
2 1 75
3 2 55
4 3 40
5 4 30
6 5 20
7 6 15
8 7 10

Wiadomo, że zależność U od t ma postać

U = U0e−at (62)

Metodą najmniejszych kwadratów wyznaczyć współczynniki
U0 i a, a następnie wykonaj odpowiedni wykres (Rys. 7)
(Rozwiązanie: Û0 = 104.4416 [V], â = 0.3272 [s−1])

0 5 10 15

20

40

60

80

100

Rysunek 7: Dopasowanie zależności U = U0e
−at.

Zadanie 8. [3] W wyniku badań w tunelu areodynamicznym
otrzymano dla modelu samolotu dane o zależności kąta odchy-
lenia steru δ gwarantującego prostoliniowy lot horyzontalny od
prędkości v strumienia powietrza. Wyniki pomiarów przedsta-
wia Tabela 8, przy czym przez w oznaczono liczbę pomiarów
przy danej prędkości v (dla których otrzymano ten sam kąt
odchylenia).

Tabela 8

k vk [m/s] δk [◦] wk
1 80 −3◦44′ 8
2 90 −2◦58′ 12
3 100 −2◦16′ 11
4 110 −1◦39′ 9
5 120 −1◦21′ 14
6 140 −0◦38′ 6
7 160 −0◦07′ 9
8 180 0◦10′ 12
9 200 0◦35′ 10

Wiadomo, że krzywa balansowania określona jest zależnością

δ = a0 +
a1

v2
. (63)

Metodą najmniejszych kwadratów wyznaczyć współczynniki
a0 i a1. oraz wykonać odpowiedni wykres (Rys. 8).
Wskazówka 1 Wykonując obliczenia należy uwzględnić, że 1
minuta kątowa jest równa 1/60 stopnia.
Wskazówka 2 Pomiary wielokrotne można uwzględnić explici-
te lub wprowadzić macierz wag. Zauważmy, że jeśli wk ozna-
cza liczbę powtórzonych pomiarów dla których otrzymano taki
sam wynik, to mamy

N∑
i=1

r2
i =

p∑
k=1

wkr̃
2
k =

N∑
i=1

(
√
wiri)

2

=



√
w1

. . .
√
wp


r̃1

...
r̃p




T



√
w1

. . .
√
wp


︸ ︷︷ ︸

W

r̃1

...
r̃p


︸ ︷︷ ︸
r̃


= ‖Wr̃‖2 , (64)

gdzie p jest liczbą „klastrów”. Jeśli r̃ = Ãx− ỹ, to

‖Wr̃‖2 = ‖W (Ãx− ỹ)‖2 = ‖WÃx−Wỹ‖2, (65)

zatem

x̂ = (WÃ)†Wỹ. (66)

(Rozwiązanie: â0 = 1.1481, â1 = −3.3059× 104)
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Rysunek 8: Dopasowanie zależności δ = a0 +
a1
v2 .
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Tabela 9

Nr funkcja wyjściowa postać końcowa zamiana zmiennych

1 y = Aeku z = a0 + a1u z = log y, a0 = logA, a1 = k

2 y = Bub z = a0 + a1v z = log y, v = log u, a0 = logB, a1 = b

3 y = a0 + a1
u y = a0 + a1v v = 1

u

4 y = a0 + a1
ub y = a0 + a1v v = 1

ub

5 y = A exp
(
− (u−a)2

2σ2

)
z = a0 + a1u+ a2u

2 z = log y, a0 = logA− a2

2σ2 , a1 = a
σ2 , a2 = − 1

2σ2

Sposób korzystania z Tabeli 9 ilustruje poniższy przykład.

Przykład 1. Załóżmy, że chcemy wyznaczyć parametry A i
k dla procesu

y = Aeku. (67)

Możemy zlogarytmować1 obydwie strony (67)

log(y) = log
(
Aeku

)
, (68)

skąd otrzymujemy, po uwzględnieniu właściwości funkcji loga-
rytmicznej,

log(y) = log(A) + ku. (69)

Dysponując wartościami y1, . . . , yN dla u1, . . . , uN możemy na-
pisać 1 u1

...
1 uN


︸ ︷︷ ︸

Φ

[
logA
k

]
︸ ︷︷ ︸

x

=

 log y1

...
log yN


︸ ︷︷ ︸

Y

(70)

Mamy
Φx = Y, (71)

zatem
x̂ = Φ†Y. (72)

Ponieważ

x =

[
logA
k

]
(73)

to odpowiednie estymaty możemy wyznaczyć z zależności

Â = exp(x̂1), k̂ = x̂2. (74)
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