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1 Metoda najmniejszych kwadratéw
Rozpatrujemy réwnanie
Az =y, (1)

gdzie A € R™*™ oraz rank A = n, tzn. macierz A jest pelne-
go rzadeu kolumnowego, czyli ma liniowo niezalezne kolumny.
Przypomnijmy, ze jesli A € R™*™ to

(rankA=n) << (Adz=0 <= z=0), (2
Wowczas mamy rowniez det (A" A) # 0. Zalozmy, ze rownanie
(1) ma rozwigzanie, wowczas mozemy pomnozy¢ obie strony
lewostronnie przez macierz AT

ATAx = A"y, (3)
a nastepnie wyznaczy¢
= (ATA) " ATy (4)

Wzor (4) daje nam dokladne rozwigzanie rownania (1) pod wa-
runkiem, ze rozwiazanie takie istnieje oraz macierz A jest pel-
nego rzadu kolumnowego. Jezeli macierz A nie jest pelnego rza-
du kolumnowego, to det (AT A) = 0, zatem nie istnieje odwrot-
no$¢ macierzy ATA i wzor (4) nie ma sensu. Mozna postawié
pytanie, jaki sens ma wzor (4), jezeli macierz A ma peten rzad
kolumnowy ale rownoczesnie (1) jest uktadem sprzecznym i nie
istnieje jego rozwiazanie. Okazuje sie, ze w takim przypadku,
& = (ATA)"! ATy jest minimalizatorem wyrazenia ||Az — y|°.
Moéwimy tez, ze & = (ATA)f1 ATy jest przyblizonym rozwia-
zaniem w sensie najmniejszych kwadratoéw rownania (1) (ang.
LS solutinon, gdzie LS pochodzi od least squares). Mozemy sie
o tym przekonaé¢ w nastepujacy sposob. Zacznijmy od tego, ze

[Az — y||* = [Az — y]" [Az — 9]

= [2TAT — yT][Ax — y]

=aTATAx — 2y" Ax + y"y. (5)
Dla ustalonych A i y, dowolny wektor = mozemy napisa¢ w
postaci sumy x = (ATA) ™" ATy +¢ (gdzie € jest pewnym wek-
torem), mamy wowczas x* = yTA (ATA) ™! + €7 oraz dalej

|4z — y|I? = 57 AT Az — 27 Av + y7y (6)

[yTA (ATA) ' 4 gT} AT A [(ATA)—1 ATy + g}

—2y"A [(ATA)_1 ATy + 5} +y'y
=y AATA) ATy HyTy +ETATAG (D)
Zauwazmy, ze wyrazy —y* A (ATA)_1 ATy i +yTy sa stale, na-
tomiast dla €T AT A mozemy przeprowadzi¢ nastepujacg ana-

lize. Oznaczmy A€ = v, poniewaz rank A = n to A = 0 <
¢ =0, mamy zatem

ETATAE = [Ag]T A¢ = v"v = [u]* >0, (8)

réwnoczesnie

[v]|> =0 < v =0. (9)
Zatem najmniejsza warto$¢ wyrazenia T AT A wynosi 0 1 jest
osiggana tylko dla & = 0. Zatem dla z = (ATA)”" ATy + ¢ wy-
razenie ||Az — y||* osiaga namniejsza wartosé dla & = 0 czyli
faktycznie & = (ATA)_1 ATy jest minimalizatorem wyrazenia
14z — y|*.

2 Pseudoinwersja Moore’a-Penrose’a

Zakladamy, ze A € R™*" rank A = r < min(m,n). Korzysta-
jac z rozkladu SVD mozemy napisaé

A=UXVT, (10)

gdzie
UeR™T, ¥ e R, V eR™™, (11)
Ut =1,, VTV =1, (12)

oraz

o1
Y= , o1>...>0,.>0. (13)
Or

Liczba r jest rzede macierzy A. Zdefiniujmy macierze

U=[U U]]eR™™  V=[V V.]eR™, (14)

takie, ze o o
Uv=1I,, VV=I,. (15)
Wynika stad, ze
UUL =0, UTUL=1In,, (16)
VIV =0, VIVi=1I,_,, (17)
Definiujac
Y= [? 8] e R™*" (18)

mozemy napisac

—USV". (19)

Dla A € R™*" o rozktadzie SVD A = UXVT definiujemy
pseudoodwrotno$é Moore’a-Penrose’a wzorem

AT =V, (20)

gdzie
1/0’1
»l= . (21)
1/o,

Lemat 1. Niech & = Afy. Wowczas



1. Wektor & =

Aty jest minimalizatorem wyrazenia
2
Az — yll5-

2. Dla kazdego z takiego, ze
IAZ =yl = |4z =y (22)
zachodzi
2] < Izl (23)
Dowod. Czesé pierwsza.
14 +€) = yll* = [A@@ +€) —o]" [A(E +€) ~ ]
= [A(ATy + &) —y]" [AATy +€) —y]
= [(AAT — Dy + A€]" [(AAT - I)y + A€]
= [(AAT — D)y]" [(AAT — I)y]
+2 [(AAT - 1)y]" AE + [A¢)" [A¢) (24)
Zauwazmy, ze

AATA = UV VS lUTURV "

=UxV"
= A (25)
oraz
(AATA)T = (USVVE~lU™)®
= (UUm)"
=UU" (26)
zatem
(AANTA=UUUSVT = USVT = A. (27)
Wynika stad, ze
(AAT —I)TA =0, (28)

a zatem z (24) wynika, ze
IAGE +€) —yll* = |42 — yI* + | A€)° = | A2 —y|*  (29)

dla kazdego € € R”, czyli & = Aty jest minimalizatorem wy-
razenia || Az — y||, gdyz dla kazdego x mozna znalez¢ takie &,
ze x = & + £. To koniczy dowod pierwszej czesci lematu.
Przeprowadzajac dowod drugiej czesci lematu skorzystamy z
faktu, ze

Af=0 = (4AN)e=0, (30)

ktory mozna tatwo wykazaé, korzystajac z rozktadu SVD. Z
jednej strony mamy
A =0 =
Usv'=0 =
STIUTUSVTE =S =
VieE=0 —
Us™'vTe=0 =
(VET'UT) ¢=0 =
(A7) ¢ =0. (31)
z drugiej strony
(AN ¢=0 =
(VUM ¢=0 =
U Wie=0 =
YUTULTIWVTE =300 =

VieE=0 —
USVTE=UX0 —
AE =0. (32)

Dla dowolnego z € R™ istnieje £ € R™ taki, ze 2 = £+ €. Z
dowodu pierwszej czesci lematu wiemy, ze

14z = y* = |A(E + €) — yII”

— (|42 —y|* + || A¢|? (33)
zatem ) )
Az —y|” = |AZ — | (34)
wtedy i tylko wtedy, gdy A¢ = 0. Zatem mamy
2 N 2
1217 = Iz + &Il
2
= ATy +¢|

= [Aly+¢]" [ATy +¢]

2
= ||ATy||” + 27 ATy + ¢
=0
= 12 + Jl¢))?
~112
> |12]%. (35)

3 Zadanie regresji liniowej

Zadanie regresji liniowej polaga na mozliwie najlepszym dopa-
sowaniu prostej y = au + b do pewnego zbioru punktow

{(ul’y1)7"'7(uNayN)}- (36)
10
8,
> 6
4,
- (uy), i=1,...,N
—y=au+b
2 L L I
0 2 4 6 8 10
u

Rysunek 1: Prosta regresji liniowej.

Najlepsze dopasowanie jest rozumiane jako minimalizacja su-

my
N

Z(aui +b—y)? (37)

i=1
wzgledem parametréw a i b.
Zauwazmy, ze

auy +b—1y1
aus +b—yo

auy +b—y1

N _
S by = | thow
=1

auny +b—yn auny +b—yn

T



Oznaczajac
Ul 1
a uy 1 Y
uy 1 YN

mozemy napisaé

N
Y (aui+b—y)* = [Av —y]" [Az —y] = [ Az — y]5. (39)

i=1

Zatem zadanie dopasowania prostej do danego zbioru punktow
sprawadza si¢ do

. 2

minimize ||Az —yl|5. (40)
x

Mozna wykazaé, ze sposrod wszystkich minimalizatoréw wyra-

zenia || Az — y|, ten, ktéry sam ma najmniejsza norme, wyraza

sie wzorem

&= Aly (41)

gdzie At oznacza pseudoodwrotnosé Moore’a-Penrose’a macie-
rzy A (w $rodowisku Matlab mozna ja wyznaczy¢ za pomoca
funkeji pinv).

4 Metoda najwiekszej wiarygodno$ci

Metoda najwiekszej wiarygodnosci (ang. ML, mazimum likeli-
hood method) moze by¢ traktowana jako uogolnienie klasyczne-
go zadania najmniejszych kwadratow. W metodzie tej przyj-
mujemy, ze najbardziej wiarygodnym modelem otrzymanym
na podstawie danych jest ten, dla ktorego suma kwadratow
residuéw (reszt) przyjmuje najmniejsza wartosé. Zakladamy,
ze model jest opisany pewna funkcja f(z,u), gdzie z jest wek-
torem parametréow modelu. Zalezno$¢ miedzy sygnalem wej-
Sciowym a sygnalem wyjsciowym jest opisana zaleznoscia

yi = flz,u)) +r, i=1,...,N (42)

gdzie r; jest r6znica miedzy odpowiedza ukladu przewidziana
przez model (predykcja) dla sygnalu wejsciowego u; a warto-
$cia zmierzong y;, tzn.

ri=flz,u) —y, 1=1,...,N (43)
W zapisie macierzowym
1 f(z,u1) Y1
o : - (44)
N f(@,un) YN
—_——
R F(z,U) Y
czyli
R=F(z,U)-Y. (45)

W metodzie LM wybieramy taki wektor parametréw z dla
ktorego ||R||2 osigga minimum, innymi stowy minimalizujemy
wzgledem = wyrazenie

IF(z,U) = YI*. (46)

Jezeli model F(z,U) jest liniowy wzgledem parametrow x, tzn.
dla dowolnych (M), 2(®) oraz dowolnych skalarow o, ao za-
chodzi

Flonz®™ + a0z U) = oy F(aW, U) + au F (@, U), (47)

to mozna znalezé macierz A(U) taka, ze
F(z,U) = A(U)x. (48)
Woéwezas mamy
IR = |F(e,U) = Y| = |AT)z - Y|*. (49)

W takiej sytuacji, wektor parametréow 2 dla ktorego ||R||2 osig-
ga minimum jest dany wzorem

i=[AW)Y. (50)

Wiecej informacji na temat metody najmniejszych kwadratow
mozna znalezé np. w [1, 2, 3, 4].

5 Zadania

Zadanie 1. Przymocowang do sufitu sprezyne o wspolczynni-
ku sprezystosci k obciazano réznymi ciezarkami o masie m za
kazdym razem mierzac dtugosé [ sprezyny. Wykonano N = 8
pomiaréw. Wyniki przedstawia Tabela 1.

Tabela 1
k| my [kg| | U [m]
1 0.2 0.062
2 0.3 0.065
3 0.4 0.068
4 0.5 0.077
5 0.6 0.085
6 0.7 0.087
7 0.8 0.094
8 0.9 0.105

Zgodnie z prawem Hooke’a
mg = k(l —lo), (51)

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie, |y oznacza dlugosé
sprezyny nie obciazonej (dlugosé swobodna). Metoda naj-
mniejszych kwadratéw dopasuj prosta

mg

=1+ A

(52)
do danych pomiarowych z Tabeli 1. Wykonaj odpowiedni wy-
kres (Rys. 2). Przyjmujac g = 9.81 [kﬁg}, znajdz estymaty diu-
gosci swobodnej Iy oraz wspolczynnika sprezystosci k.
Wskazowka 1 Zgodnie z (52) mamy

ll 1 mi
. !
S : g}v (53)
k
ZN 1 my [ N~
¥ T

zatem po wyznaczeniu T = ATY mozemy obliczyé¢ estymaty
parametréw lg i k.
(Rozwiazanie: k = 161.26|N /m], lo = 0.0469[m])
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Rysunek 2: Dopasowanie zaleznosci I = lo + "2 do danych
pomiarowych.

Zadanie 2. W obwodzie ptynie prad sinusoidalny
i(t) = U cos(wt + ), (54)

o pulsacji w = 1007 [rad/s|. Zmierzono warto$é natezenia pra-
du i(¢t) w kilku kolejnych chwilach czasowych, wyniki pomiarow
przdstawia Tabela 2.

Tabela 2
k]t ] | ix A
1 0 4.38
2 | 0.001 3.59
3 | 0.002 291
4 | 0.003 1.18
5 | 0.004 | -0.64
6 | 0.005 | -1.92
7 | 0.006 | -3.47
8 | 0.007 | -4.53
9 | 0.008 | -4.91
10 | 0.009 | -4.79

Metoda najmniejszych kwadratéow znajdz warto$é amplitudy
U i przesuniecia fazowego ¢ a nastepnie wykonaj odpowiedni
wykres (Rys. 3).

Wskazowka 1 mozesz skorzystaé z zaleznosci
U cos(wt + ¢) = V cos(wt) + W sin(wt), (55)
Vv
U=+VVZ+ W2 = arc cos () ) 56
VVERWE EESTE (56)

Innymi stowy, znajdz najpierw wartosci wspoélczynnikéw V i
W w

i(t) = V cos(wt) + W sin(wt). (57)

(Rozwiazanie: A = 5.0058[V], ¢ = 0.4147[rad|)

0 2 4 6 8
%107

Rysunek 3: Dopasowanie zalesnosci i(t) = U cos(wt + ¢) dla
pulsacji w = 1007 [rad/s]|.

Zadanie 3. Z wysokosci kilkunastu metréow zrzucono kamieri.
Potozenie kamienia zmierzono w kolejnych chwilach czasowych.
Wyniki tych pomiaréw przedstawia Tabela 3.

Tabela 3
k|t [s] |y [m]
1 0.0 15.5
2 0.2 14.8
3 0.4 14.0
4 0.6 14.1
5 0.8 13.6
6 1.0 11.6
7 1.2 104
8 1.4 7.3
9 1.6 5.3
10 1.8 1.1

7 mechaniki wiadomo, ze polozenie swobodnie spadajacego
ciala wyraza si¢ zaleznoscia

1
Y = Yo + vot — 591527 (58)

gdzie yo oznacza polozenie poczatkowe, vy oznacza predkosé
poczatkows (jej sktadowa pionowa). Metoda najmniejszych
kwadratéw oszacuj poczatkowa wysokosé kamienia yq, jego po-
czatkowq predkosé vy oraz przyspieszenie ziemskie g, a nastep-
nie wykonaj odpowiedni wykres (Rys. 4).

(Rozwiazanie: g =
10.5682[m/s?])

14.8528m], 49 = 2.1568[m/s], § =



t [s]

Rysunek 4: Dopasowanie zaleznosci y = yo + vot — %gt?

Zadanie 4. [3] Przy badaniu wplywu temperatury ¢ na chod
zegara w otrzymano wyniki podane w Tabeli 4.

Tabela 4
k| ty [deg C] | wk
1 5.0 2.60
2 9.6 2.01
3 16.0 1.34
4 19.6 1.08
5 24.4 0.94
6 29.8 1.06
7 34.4 1.26

Przyjmujac, ze prawdziwa jest zaleznosé
w=ag+ a1 (t — 15) + az(t — 15)2, (59)

wyznaczy¢ metoda najmniejszych kwadratow estymaty wspot-
czynnikéw ag, a; oraz as, a nastepnie wykonaj odpowiedni
wykres (Rys. 5).

(Rozwiazanie: ag = 1.4046, a; = —0.0831, a2 = 0.0039)
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Zadanie 5. [3] W Tabeli 5 podano wskazania aneroidu U i
barometru rteciowego W przy roznych temperaturach .

Tabela 5

k| ty [°C] | Uy [mm] | W [mm]
1 10.0 749.0 744.4
2 6.2 746.1 741.3
3 6.3 756.6 752.7
4 5.3 758.9 754.7
5 4.8 751.7 747.9
6 3.8 757.5 754.0
7 17.1 752.4 747.8
8 22.2 752.5 748.6
9 20.8 752.2 7477
10 21.0 759.5 755.6

Metoda najmniejszych kwadratéw wyznacz wspotczynniki ag,
a1 oraz as dla wzoru wyrazajacego zaleznos¢ W od ti U

W:U+ao+a1t+a2(760—U). (60)
(ROZWiQZ&DieI ag = —3.6249, a; = —0.0101, as = —0.0671)

Zadanie 6. [3] Wyniki pomiaréw oporu elektrycznego p mo-
libdenu w zaleznosci od temperatury 1" zebrano w Tabeli 6.

Tabela 6
AR
1 2289 61.97
2 2132 57.32
3 1988 52.70
4 1830 47.92
5} 1489 37.72
6 1286 32.09
7 1178 28.94

Metoda najmniejszych kwadratéow wyznacz wspoétczynniki ag
i a1 dla wzoru wyrazajacego zaleznos¢ p od T

p=ap+aT. (61)

Wykonaj odpowiedni wykres (Rys. 6) (Rozwiazanie: Go9 =
—6.3172, a; = 0.0298)
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Rysunek 6: Dopasowanie zaleznosci p = aog + a17.

Zadanie 7. [3] Kondensator naladowany jest do pewnego na-
piecia odpowiadajacego chwili rozpoczecia pomiaru czasu, po
czym rotadowuje sie wskutek pewnego oporu. Napiecie U jest
mierzone z dokladnoscia do 5 V w réznych momentach. Wyniki
pomiaréw przedstawia Tabela 7.



Tabela 7

ty [s| | Uk [V]
100
75
55
40
30
20
15

10

0 O T WNH|F
N O Uk W N~ O

Wiadomo, ze zaleznos¢ U od ¢t ma postaé
U= Uy (62)

Metoda najmniejszych kwadratéow wyznaczyé wspotczynniki
Uo i a, a nastgpnie wykonaj odpowiedni wykres (Rys. 7)
(Rozwiazanie: Uy = 104.4416 |V], a = 0.3272 [s~1])
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Rysunek 7: Dopasowanie zaleznosci U = Upe™**.

Zadanie 8. [3] W wyniku badari w tunelu areodynamicznym
otrzymano dla modelu samolotu dane o zaleznoéci kata odchy-
lenia steru § gwarantujacego prostoliniowy lot horyzontalny od
predkosci v strumienia powietrza. Wyniki pomiaréw przedsta-
wia Tabela 8, przy czym przez w oznaczono liczbe pomiardw
przy danej predkosci v (dla ktoérych otrzymano ten sam kat
odchylenia).

Tabela 8
k Vk [m/b] 5k [O] Wi
1 80 —-3°44" | 8
2 90 —2°58" | 12
3 100 —-2°16" | 11
4 110 —1°39" | 9
5 120 —1°21" | 14
6 140 —0°38 | 6
7 160 —-0°07" | 9
8 180 0°10’ 12
9 200 0°35’ 10

Wiadomo, ze krzywa balansowania okreslona jest zaleznoscia
a

Metoda najmniejszych kwadratéw wyznaczyé wspoltczynniki
ag 1 ap. oraz wykonaé odpowiedni wykres (Rys. 8).
Wskazowka 1 Wykonujac obliczenia nalezy uwzgledni¢, ze 1
minuta katowa jest rowna 1,/60 stopnia.

Wskazowka 2 Pomiary wielokrotne mozna uwzglednié explici-
te lub wprowadzi¢ macierz wag. Zauwazmy, ze jesli wi ozna-
cza liczbe powtorzonych pomiaréw dla ktorych otrzymano taki
sam wynik, to mamy

N

N D

. 2
D_ri=D wdh =) (Vi)
i=1 k=1

i=1

Ny M1\ | [var 7

VWp] [Tp

VWp | |[Tp
> —
~112
= W77, (64)

gdzie p jest liczba klastrow”. Jesli 7 = Az — §, to
IWF* = [W(Az = )| = WAz = Wg|?,  (65)

zatem

&= WATwi. (66)

(Rozwiazanie: o = 1.1481, a; = —3.3059 x 10%)

-4 | | | | | J
80 100 120 140 160 180 200

v [m/s]

Rysunek 8: Dopasowanie zaleznosci § = ag + %\




Tabela 9

Nr funkcja wyjsciowa postaé konicowa zamiana zmiennych

1 y = Aekv z=ag+ au z=logy, ag =log A, a1 =k

2 y = Bu? z=ag+ a1v z =logy, v=Ilogu, ag =log B, a; =b

3 y=ap+ y=ap+ av v:%

4 y:a()"_% Yy =ap+ a1v ’U—#

—a)? 2

5 | y=Aexp (—(“20‘;) ) z=ag+au+au® | z=logy, ag =logA — L5, a1 = %, as = — 35
Sposéb korzystania z Tabeli 9 ilustruje ponizszy przyktad.
Przyklad 1. Zalézmy, ze chcemy wyznaczyé parametry A i Poniewaz
k dla procesu log A

y = At (67) v { k ] (73)
. 21 .
Mozemy zlogarytmowac! obydwie strony (67) to odpowiednie estymaty mozemy wyznaczy¢ z zalezno$ci
log(y) = log (Ae"™) , (68) ) )

skad otrzymujemy, po uwzglednieniu wlasciwosci funkcji loga-
rytmicznej,

log(y) = log(A) + ku. (69)

Dysponujac wartosciami yy, ..., yn dlauyg, ..., uy mozemy na-
pisaé
log y1
- (10)
1 uy| ~~—— log yn
z ——
D Y
Mamy
Or =Y, (71)
zatem
=9y (72)

Logarytm naturalny oznaczamy log.

A:exp(i"l), k :ii'g. (74)
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