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1 Wstęp

1.1 Nieliniowe zadanie najmniejszych kwa-
dratów

Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratów jest jednym z
podstawowych sposobów estymacji parametrów modeli nie-
liniowych. Metoda ta jest najczęściej realizowana za po-
mocą algorytmu Levenberga–Marquardta (LM). Algorytm
Levenberga–Marquardta służy do rozwiązywania zadań opty-
malizacji postaci

minimize
x∈Rn

‖f(x)‖2, (1)

gdzie f : Rn → RN

f(x) =

 f1(x)
...

fN (x)

 (2)

jest zadaną (różniczkowalną) funkcją [1]. Oznaczmy jego roz-
wiązanie przez x?.
Zadanie (1) można zapisać w postaci

minimize
x∈Rn

N∑
i=1

fi(x)2, (3)

gdzie fi : Rn → R, i = 1, . . . ,m są składowymi funkcji f . Jeżeli
f(x) = Ax − y, gdzie A ∈ RN×n, y ∈ RN , to wówczas mówi-
my o „liniowym” zadaniu najmniejszych kwadratów, którego
rozwiązanie dane jest wzorem

x? = A†y. (4)

Jeżeli rankA = n, to istnieje dokładnie jeden minimalizator,
zgodnie ze wzorem (4), przy czym w tym przypadku, tzn.
rankA = n, czyli gdy kolumny macierzy A są liniowo nie-
zależne, mamy

A† = (ATA)−1AT. (5)
Natomiast jeśli rankA < n to wówczas dowolny wektor postaci
A†y + ζ, gdzie ζ jest wektorem, dla którego zachodzi Aζ = 0,
jest rozwiązaniem zadania optymalizacji (1). Jeżeli f jest innej
postaci niż f(x) = Ax− y, to mówimy o nieliniowym zadaniu
najmniejszych kwadratów, lub krócej o nieliniowym zadaniem
LS (ang. nonlinear least-squares problem).

1.2 Algorytm Gaussa-Newtona
Zauważmy, że w bliskim otoczeniu pewnego ustalonego punktu
x(k) mamy

f(x) ≈ f(x(k)) + Df(x(k))(x− x(k)), (6)

gdzie

Df(x(k)) =


∂f1
∂x1

(x(k)) ∂f1
∂x2

(x(k)) . . . ∂f1
∂xn

(x(k))

∂f2
∂x1

(x(k)) ∂f2
∂x2

(x(k)) . . . ∂f2
∂xn

(x(k))
...

...
. . .

...
∂fN
∂x1

(x(k)) ∂fN
∂x2

(x(k)) . . . ∂fN
∂xn

(x(k))

 , (7)

zatem

‖f(x)‖2 ≈ ‖f(x(k)) + Df(x(k))(x− x(k))‖2 (8)

Przyjmijmy oznaczenie v = x− x(k), wiemy, że minimalizato-
rem wyrażenia

‖f(x(k)) + Df(x(k))v‖2. (9)

względem v jest

v?(k) = −[Df(x(k))]†f(x(k)), (10)

zatem minimalizatorem wyrażenia

‖f(x(k)) + Df(x(k))(x− x(k))‖2 (11)

względem x jest

x?(k) = x(k) − [Df(x(k))]†f(x(k)). (12)

Jeżeli rank[Df(x(k))] = n, to

[Df(x(k))]† =
[
[Df(x(k))]TDf(x(k))

]−1
[Df(x(k))]T, (13)

i kładąc x(k+1) = x?(k) otrzymujemy tzw. rekurencyjny wzór
Gaussa-Netwona

x(k+1) = x(k) −
[
[Df(x(k))]TDf(x(k))

]−1
[Df(x(k))]Tf(x(k)).

(14)
Podsumowując, w metodzie Gaussa-Netwona punkt x(k+1) jest
rozwiązaniem zadania optymalizacji

minimize
x∈Rn

‖f(x(k)) + Df(x(k))(x− x(k))‖2, (15)

możemy się spodziewać, że dla odpowiedniego punktu starto-
wego x(0), w sprzyjających „okolicznościach przyrody”, otrzy-
many ciąg

x(0), x(1), x(2), . . . (16)

będzie zbieżny do rozwiązania wyjściowego zadania (1), tzn.

x(0), x(1), x(2), . . .
k→∞−→ x?. (17)

Niestety, wzór Gaussa-Newtona ma pewne wady. Pierwszą z
nich jest to, że jeśli macierz [Df(x(k))]TDf(x(k)) we wzorze
(14) jest osobliwa, to wzór ten traci sens. Drugą wadą jest to,
że otrzymany ciąg może nie być rozbieżny, tzn., że w kolejnych
iteracjach nie zachodzi

‖f(x(k+1))‖2 ≤ ‖f(x(k))‖2. (18)

Sytuacja taka ma miejsce wtedy, gdy w punkcie x?(k) przybli-
żenie (8) nie jest spełnione, z uwagi na zbyt dużą odległość
punktu x?(k) od punktu x(k).
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1.3 Algorytm Levenberga-Marquardta
Metodę Levenberga-Marquardta (LM) można traktować jako
modyfikację metody Gaussa-Netwona. Modyfikacja polaga na
tym, że w metodzie LM punkt x(k+1) jest rozwiązaniem zada-
nia optymalizacji

minimize
x∈Rn

‖f(x(k)) + Df(x(k))(x− x(k))‖2 + λ(k)‖x− x(k)‖2,
(19)

dla pewnego ustalonego λ(k) > 0. Innymi słowy, modyfikacja
polega na dodaniu do funkcji celu w zadaniu (15) wyrazu regu-
laryzacyjnego (czasami mówi się o składniku kary, ang. penalty
term)

λ(k)‖x− x(k)‖2, (20)

który nakłada dodatkowy koszt (tzn. wzrost wartości funkcji
celu) proporcjonalny do oddalenia od punktu x(k).
Rozwiązanie zadania (19) można wyznaczyć korzystając z te-
go, że

λ(k)‖x− x(k)‖2 = ‖
√
λ(k)(x− x(k))‖2 (21)

oraz

‖f(x(k)) + Df(x(k))(x− x(k))‖2 + ‖
√
λ(k)(x− x(k))‖2 =∥∥∥∥[f(x(k)) + Df(x(k))(x− x(k))√

λ(k)(x− x(k))

]∥∥∥∥2 . (22)

zatem zadanie (19) jest równoważne zadaniu

minimize
x∈Rn

∥∥∥∥[f(x(k))
0

]
+

[
Df(x(k))√
λ(k)I

]
(x− x(k))

∥∥∥∥2 , (23)

skąd otrzymujemy

x?(k) = x(k) −
[
Df(x(k))√
λ(k)I

]† [
f(x(k))

0

]
. (24)

Kładąc x(k+1) = x?(k) oraz biorąc pod uwagę, że[
Df(x(k))√
λ(k)I

]† [
f(x(k))

0

]

=

[[
Df(x(k))√
λ(k)I

]T [
Df(x(k))√
λ(k)I

]]−1 [
Df(x(k))√
λ(k)I

]T [
f(x(k))

0

]
=
[
[Df(x(k))]TDf(x(k)) + λ(k)I

]−1
[Df(x(k))]Tf(x(k)).

(25)

otrzymujemy zależność

x(k+1) =

x(k) −
[
[Df(x(k))]TDf(x(k)) + λ(k)I

]−1
[Df(x(k))]Tf(x(k)),

(26)

którą nazywamy rekurencyjnym wzorem metody
Levenberga-Marquardta. W praktyce ze wzoru (26) ko-
rzystamy w ten sposób, że najpierw rozwiązujemy (względem
∆) równanie[

[Df(x(k))]TDf(x(k)) + λ(k)I
]

∆ = −[Df(x(k))]Tf(x(k))

(27)
a następnie wyznaczamy

x(k+1) = x(k) + ∆. (28)

Postępowanie takie wynika stąd, że numeryczny koszt rozwią-
zania układu równań liniowych jest znacznie niższy niż koszt

odwrócenia macierzy. Zauważmy jeszcze, że dla λ(k) > 0, ma-
cierz

[
[Df(x(k))]TDf(x(k)) + λ(k)I

]
zawsze jest odwracalna i w

związku z tym równanie (27) ma zawsze jednoznaczne rozwią-
zanie.

Powiedzmy jeszcze kilka słów na temat warunku stopu. Mamy

∇‖f(x)‖22 = 2[Df(x)]Tf(x). (29)

Wyprowadzenie powyższego wzoru znajduje się w Dodatku.
Stąd, oraz z warunku koniecznego na minimum, wynika, że
rozwiązanie x? zadania (1) spełnia warunek

2[Df(x?)]Tf(x?) = 0. (30)

Kryterium stopu metody LM może mieć różną postać. Naj-
prostszą jest założenie pewnej maksymalnej liczby iteracji. In-
nym rozwiązaniem jest zatrzymanie algorytmu dla małej war-
tości wyrażenia ‖2[Df(x)]Tf(x)‖2 (ang. optimality condition
residual), tzn.

‖2[Df(x)]Tf(x)‖2 ≈ 0. (31)

co oznacza, że warunek konieczny optymalności (30) jest w
przybliżeniu spełniony.

Należy wyraźnie podkreślić, że metoda LM jest jedynie pewną
heurystyką i nie zawsze jest zbieżna. Okazuje się jednak, że w
praktyce sprawdza się dość dobrze.

Zapisany w pseudokodzie algorytm LM, w jego podstawowej
wersji, jest podany w poniższej ramce (symbol← oznacza przy-
pisanie).

Algorytm Levenberga-Marquardta (A)

dane: różniczkowalna funkcja f : Rn → RN ,
punkt startowy x(0), startowa wartość parametru
ufności λ(0) > 0, maksymalna liczba iteracji kmax

k ← 0

while k < kmax

J ← Df(x(k))

x(k+1) ← x(k) −
[
JTJ + λ(k)I

]−1
JTf(x(k))

if ‖f(x(k+1))‖2 < ‖f(x(k))‖2

λ(k+1) ← 0.8λ(k)

else

λ(k+1) ← 2λ(k)

x(k+1) ← x(k)

end

k ← k + 1

end

Zapisany w pseudokodzie algorytm LM, z bardziej wyrafino-
wanym kryterium stopu, jest podany w poniższej ramce.
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Algorytm Levenberga-Marquardta (B)

dane: różniczkowalna funkcja f : Rn → RN ,
punkt startowy x(0), startowa wartość parametru
ufności λ(0) > 0, dokładność rozwiązania ε > 0

k ← 0

J ← Df(x(k))

while
∥∥∥2JTf(x(k))

∥∥∥2 > ε

J ← Df(x(k))

x(k+1) ← x(k) −
[
JTJ + λ(k)I

]−1
JTf(x(k))

if ‖f(x(k+1))‖2 < ‖f(x(k))‖2

λ(k+1) ← 0.8λ(k)

else

λ(k+1) ← 2λ(k)

x(k+1) ← x(k)

end

k ← k + 1

end

1.4 Estymacja parametrów metodą LM
Załóżmy, że dysponujemy N pomiarami y1, . . . , ym pewnego
procesu o modelu ϕ(x, u) dla odpowiednich chwil czasowych
u1, . . . , um. Chcemy wyznaczyć wketor parametrów x, tak aby
zminimalizować wyrażenie

m∑
i=1

[ϕ(x, ui)− yi]2 . (32)

Zauważmy, że jeśli wprowadzimy oznaczenie

fi(x) = ϕ(x, ui)− yi, (33)

to minimalizacja wyrażenia (32) sprowadza się do zadania
optymalizacji (1). Mamy wówczas

f(x) =

 f1(x)
...

fN (x)

 =

 ϕ(x, u1)− y1
...

ϕ(x, uN )− yN

 (34)

oraz

Df(x) =


∂ϕ(x,u1)
∂x1

∂ϕ(x,u1)
∂x2

. . . ∂ϕ(x,u1)
∂xn

∂ϕ(x,u2)
∂x1

∂ϕ(x,u2)
∂x2

. . . ∂ϕ(x,u2)
∂xn

...
...

. . .
...

∂ϕ(x,uN )
∂x1

∂ϕ(x,uN )
∂x2

. . . ∂ϕ(x,uN )
∂xn

 (35)

Przykład 1. Załóżmy, że dysponujemy N pomiarami
y1, . . . , ym procesu

ϕ(x, t) = A sin(ωt+ φ), (36)

dla odpowiednich chwil czasowych t1, . . . , tm. Chcemy znaleźć
wartości parametrów A, ω oraz φ tak aby otrzymać najlepsze
dopasowanie modelu ϕ(x, t) do posiadanych danych pomiaro-
wych. Innymi słowy, chcemy zminimalizować wyrażenie

m∑
i=1

[A sin(ωti + φ)− yi]2 , (37)

względem parametrów A, ω i φ, co jest równoważne rozwiąza-
niu zadania (1) dla

fi(x) = x1 sin(x2t+ x3)− yi, (38)

gdzie
x = [A, ω, φ]

T (39)

jest wektorem zmniennych optymalizacyjnych (które w rozpa-
trywanym kontekście mają interpretację parametrów modelu).
Dla funkcji o składowych (38) mamy

ϕ(x, t) = x1 sin(x2t+ x3) (40)

oraz

∂ϕ(x, tk)

∂x1
= sin(x2tk + x3), (41a)

∂ϕ(x, tk)

∂x2
= x1tk cos(x2tk + x3), (41b)

∂ϕ(x, tk)

∂x3
= x1 cos(x2tk + x3), (41c)

dla k = 1, . . . , N , zatem zgodnie ze wzorem (35) otrzymujemy

Df(x) =


sin(α1) x1t1 cos(α1) x1 cos(α1)
sin(α2) x1t2 cos(α2) x1 cos(α2)

...
...

...
sin(αN ) x1tN cos(αN ) x1 cos(αN )

 , (42)

gdzie αk = x2tk + x3 dla k = 1, . . . , N , oraz

f(x) =


x1 sin(α1)− y1
x1 sin(α2)− y2

...
x1 sin(αN )− yN

 . (43)

2 Zadania

Zadanie 1. Korzystając z algorytmu LM dopasować parame-
try modelu y = A sin(ωt+ φ) do danych pomiarowych z pliku
LM01Data.mat. Przyjąć λ(0) = 1.0. Napisać odpowiedni skrypt
w środowisku Matlab i wygenerować wykresy przedstawione
na Rys. 1–3.
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Rysunek 1: Rekonstrukcja sygnału sinusoidalnego y =
A sin(ωt+ φ) [Zadanie 1].
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Rysunek 2: Zmiany wartości współczynnika ufności λ(k) w
kolejnych iteracjach algorytmu LM [Zadanie 1].
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Rysunek 3: Zmiany wartości funkcji celu w kolejnych itera-
cjach algorytmu LM [Zadanie 1].

Zadanie 2. Korzystając z algorytmu LM dopasować parame-
try modelu y = Ae−at sin(ωt + φ) do danych pomiarowych z
pliku LM04Data.mat. Napisać odpowiedni skrypt w środowisku
Matlab i wygenerować wykresy przedstawione na Rys. 4–6.
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Rysunek 4: Rekonstrukcja tłumionego sygnału sinusoidalne-
go y = Ae−at sin(ωt+ φ) [Zadanie 2].
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Rysunek 5: Zmiany wartości współczynnika ufności λ(k) w
kolejnych iteracjach algorytmu LM [Zadanie 2].
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Rysunek 6: Zmiany wartości funkcji celu w kolejnych itera-
cjach algorytmu LM [Zadanie 2].

Zadanie 3. W pracy [2] rozpatruje się transmitancję

G(s) = −Mωs
Ks+ 2∆

s4 +Ks3 + 2Σs2 +KΣs+ ∆2
, (44)

gdzie

M =
2
√
V 2
in − V 2

out

π|1− ω2
sLC|

, (45a)

K =
2ω2

0Vout
πMωs

, (45b)

ω2
0 =

1

LC
, (45c)

Σ = ω2
s + ω2

0 , (45d)

∆ = ω2
s − ω2

0 (45e)

oraz L = 197 × 10−6 H, C = 100 × 10−9 F, Vin = 14.0 V,
Vout = 1.95 V, ωs = 40× 2π × 103 rad/s. Rysunek 7 przedsta-
wiono wykres odpowiedzi skokowej dla tej transmitancji.
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Rysunek 7: Odpowiedź skokowa układu opisanego transmi-
tancją (44) [Zadanie 3].

Odpowiedź ta przypomina odpowiedź skokową członu oscyla-
cyjnego. Zauważmy, że człon oscylacyjny jest członem drugiego
rzędu, natomiast transmitancja (44) jest rzędu czwartego. Na
ogół łatwiej jest zaprojektować regulator dla członu drugie-
go rzędu niż dla członu czwartego rzędu, dlatego chcielibyśmy
znaleźć taki człon drugiego rzędu, którego odpowiedź skoko-
wa jest możliwie najbardziej zbliżona do odpowiedzi skokowej
członu (44). Wiemy, że odpowiedź skokowa członu oscylacyj-
nego

Gosc(s) =
k

1 + 2ξTs+ T 2s2
, (46)

jest dana wzorem

hosc(t) = k

[
1− e−γt

(
cos(βt) +

γ

β
sin(βt)

)]
, (47)

gdzie

γ =
ξ

T
, β =

√
1− ξ2
T

. (48)

Ze wzoru (48) wynika, że

ξ =
γ√

β2 + γ2
, T =

1√
β2 + γ2

, (49)

innymi słowy

T =
1√

β2 + γ2
, ξ = γT. (50)

Dysponując wartościami odpowiedzi skokowej h(t) transmitan-
cji (44) i oznaczając, yi = h(ti), i = 1, . . . , N , możemy wyzna-
czyć poszukiwane wartości parametrów γ i β minimalizując
wyrażenie

N∑
i=1

{
k

[
1− e−γti

(
cos(βti) +

γ

β
sin(βti)

)]
− yi

}2

, (51)

co przy oznaczeniu

fi(k, γ, ξ) = k

[
1− e−γti

(
cos(βti) +

γ

β
sin(βti)

)]
− yi, (52)

dla i = 1, . . . , N oraz k = x1, γ = x2, ξ = x3 sprowadza się do
zadania (1). Zauważmy, że

∂fi
∂k

= 1− e−γti
(

cos(βti) +
γ

β
sin(βti)

)
, (53a)

∂fi
∂γ

= ke−γti
(
ti cos(βti)−

1− tiγ
β

sin(βti)

)
, (53b)

∂fi
∂β

= ke−γti
[(
ti +

γ

β2

)
sin(βti)−

γ

β
ti cos(βti)

]
, (53c)

dla i = 1, . . . , N . Zatem, biorąc pod uwagę wspomniane już
oznaczenia k = x1, γ = x2, ξ = x3 mamy

∂fi
∂x1

= 1− e−x2ti

(
cos(x3ti) +

x2
x3

sin(x3ti)

)
, (54a)

∂fi
∂x2

= x1e−x2ti

(
ti cos(x3ti)−

1− tix2
x3

sin(x3ti)

)
, (54b)

∂fi
∂x3

= x1e−x2ti

[(
ti +

x2
x23

)
sin(x3ti)−

x2
x3
ti cos(x3ti)

]
,(54c)

dla i = 1, . . . , N .
Korzystając z metody LM wyznacz odpowiednik drugiego rzę-
du w postaci członu oscylacyjnego dla transmitancji (44). Od-
powiedź skokową transmitancji (44) możesz wyznaczyć samo-
dzielnie lub skorzystać z danych w pliku reductionData.mat.
Wykonaj odpowiednie wykresy. Jako punkt startowy przyjmij
x(0) = [1, 1, 1]T. Więcej informacji na temat transmitancji i
odpowiedzi skokowej układu można znaleźć np. w [3] i [4].

Uwaga: Z Rys. 7 wynika, że wartości y1, y2, . . . , yN i
t1, t2, . . . , tN są stosunkowo małe, rzędu 10−3. Wygod-
nie jest obliczenia prowadzić dla przeskalowanych wartości
ỹ1, ỹ2, . . . , ỹN i t̃1, t̃2, . . . , t̃N a następnie odzyskać „prawdzi-
we” wartości parametrów przeskalowując je ponownie. Jeśli
ỹi = 103 × yi i t̃i = 103 × ti dla i = 1, . . . , N , to po zakoń-
czeniu trzeba otrzymane parametry k, γ i β przemnożyć przez
10−3. Ostatecznie, zidentyfikowane wartości parametrów, już
po przeskalowaniu, to

k = −1.4639× 10−3, (55a)
γ = 1.7303× 10−3, (55b)
β = −25.9807× 10−3. (55c)
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Rysunek 8: Wykresy odpowiedzi skokowa h(t) (czerwony)
układu opisanego transmitancją (44) oraz odpowiedzi skokowe
hosc(t) członu oscylacyjnego opisanego transmitancją (46) dla
wartości parametrów początkowych (niebieski) oraz po 20 ite-
racjach (czarny). [Zadanie 3].
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Rysunek 9: Wykresy odpowiedzi skokowa h(t) (czerwony)
układu opisanego transmitancją (44) oraz odpowiedzi skokowe
hosc(t) członu oscylacyjnego opisanego transmitancją (46) dla
wartości parametrów początkowych (niebieski) oraz po 25 ite-
racjach (czarny). [Zadanie 3].
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Rysunek 10: Wykresy odpowiedzi skokowa h(t) (czerwony)
układu opisanego transmitancją (44) oraz odpowiedzi skokowe
hosc(t) członu oscylacyjnego opisanego transmitancją (46) dla
wartości parametrów początkowych (niebieski) oraz po 30 ite-
racjach (czarny). [Zadanie 3].
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Rysunek 11: Zmiany wartości parametrów k, γ i β w kolej-
nych iteracjach algorytmu LM. [Zadanie 3].

Zadanie 4. Człon inercyjny jest opisany transmitancją

G(s) =
k

Ts+ 1
. (56)

Odpowiedź skokowa tego członu jest dana wzorem

h(t) = k
(

1− e−
t
T

)
. (57)
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Rysunek 12: Wykres odpowiedzi skokowej h(t) członu iner-
cyjnego. [Zadanie 4].

Załóżmy, że dysponujemy próbkami odpowiedzi skokowej
y1, . . . , yN dla chwil t1, . . . , tN i chcemy wyznaczyć wartości
wzmocnienia k i stałej czasowej T dopasowując wzór (57) me-
todą LM. Innymi słowy chcemy metodą LM zminimalizować
względem k i T wartość wyrażenia

N∑
i=1

[h(ti)− yi]2 =

N∑
i=1

[
k
(

1− e−
ti
T

)
− yi

]2
. (58)

Odpowiada to zadaniu (1) dla

fi = k
(

1− e−
ti
T

)
− yi, i = 1, . . . , N. (59)

Mamy

∂fi
∂k

= 1− e−
ti
T , (60a)

∂fi
∂T

= − k

T 2
e−

ti
T , (60b)

dla i = 1, . . . , N .
Dla danych z pliku inertialData.mat wyznacz metodą LM
wartości parametrów k i T , wykonaj odpowiednie wykresy.
(Odpowiedź: k = 1.45, T = 1.25.)

Zadanie 5. Człon dwuinercyjny jest opisany transmitancją

G(s) =
k

(T1s+ 1)(T2s+ 1)
. (61)

Odpowiedź skokowa tego członu jest dana wzorem

h(t) = k

[
1− 1

T1 − T2

(
T1e−

t
T1 − T2e−

t
T2

)]
. (62)
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Rysunek 13: Wykres odpowiedzi skokowej h(t) członu dwu-
inercyjnego. [Zadanie 5].

Załóżmy, że dysponujemy próbkami odpowiedzi skokowej
y1, . . . , yN dla chwil t1, . . . , tN i chcemy wyznaczyć wartości
wzmocnienia k i stałych czasowych T1 i T2 dopasowując wzór
(62) metodą LM. Innymi słowy chcemy metodą LM zminima-
lizować względem k, T1 i T1 wartość wyrażenia

N∑
i=1

[h(ti)− yi]2. (63)

czyli

N∑
i=1

{
k

[
1− 1

T1 − T2

(
T1e−

ti
T1 − T2e−

ti
T2

)]
− yi

}2

. (64)

Odpowiada to zadaniu (1) dla

fi = k

[
1− 1

T1 − T2

(
T1e−

ti
T1 − T2e−

ti
T2

)]
− yi (65)

oraz i = 1, . . . , N .
Mamy

∂fi
∂k

= 1− 1

T1 − T2

(
T1e−

ti
T1 − T2e−

ti
T2

)
, (66a)

∂fi
∂T1

=
k

T2 − T1

[
ti
T1

e−
ti
T1 +

T2
T1 − T2

(
e−

ti
T2 − e−

ti
T1

)]
, (66b)

∂fi
∂T2

=
k

T1 − T2

[
ti
T2

e−
ti
T2 +

T1
T2 − T1

(
e−

ti
T1 − e−

ti
T2

)]
, (66c)

dla i = 1, . . . , N .
Dla danych z pliku duobleInertialData.mat wyznacz me-
todą LM wartości parametrów k i T , wykonaj odpowiednie
wykresy.
(Odpowiedź: k = 1.38, T1 = 1.45, T2 = 2.32.)

Zadanie 6. Powtórzyć wszystkie wcześniejsze zadania ko-
rzystając z funkcji lsqnonlin lub lsqcurvefit, w wersji z
jakobianem i bez jakobianu. Więcej informacji
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/lsqnonlin.
html#buuhch7-problem
oraz
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/lsqcurvefit.
html?searchHighlight=lsqcurvefit&s_tid=doc_srchtitle
W szczególności proszę zwrócić uwagę na informację na temat
przekazywania jakobianu (ang. Jacobian).

Dodatek

Wyprowadzenie wzoru (29) Wzór (29) można otrzymać nastę-
pująco.

∇‖f(x)‖22 = ∇

(
N∑
i=1

fi(x)2

)

=

N∑
i=1

∇
(
fi(x)2

)

=

N∑
i=1


∂f2

i

∂x1
(x)

∂f2
i

∂x2
(x)
...

∂f2
i

∂xn
(x)



=

N∑
i=1


2fi(x) ∂fi∂x1

(x)

2fi(x) ∂fi∂x2
(x)

...
2fi(x) ∂fi∂xn

(x)



=

N∑
i=1

2fi(x)


∂fi
∂x1

(x)

∂fi
∂x2

(x)
...

∂fi
∂xn

(x)


=

N∑
i=1

2fi(x)∇fi(x)

= 2
[
∇f1(x) . . . ∇f1(x)

]  f1(x)
...

fN (x)


= 2[Df(x)]Tf(x). (67)

Alternatywnie można skorzystać z ogólnego wzoru

∇(fTg) = (Df)Tg + (Dg)Tf, (68)

podstawiając g = f . Wzór (68) można wyprowadzić nastę-
pująco. Dla różniczkowalnych funkcji, w ogólnym przypadku
wektorowych, f : Rn → Rm, g : Rn → Rm,

f(x) =

 f1(x)
...

fm(x)

 , g(x) =

 g1(x)
...

gm(x)

 , (69)

mamy,

Df =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . . ∂fm
∂xn

 , (70)

skąd wynika, że

Df =


Df1
Df2
...

Dfm

 (71)
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oraz

(Df)T =


∂f1
∂x1

∂f2
∂x1

. . . ∂fm
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x2

. . . ∂fm
∂x2

...
...

. . .
...

∂f1
∂xn

∂f2
∂xn

. . . ∂fm
∂xn


=
[
∇f1 ∇f2 . . . ∇fm

]
, (72)

i analogicznie dla g.
Mamy

D(fTg) = D

(
m∑
i=1

figi

)

=

m∑
i=1

D(figi)

=

m∑
i=1

[
∂(figi)
∂x1

. . . ∂(figi)
∂xn

]
=

m∑
i=1

[
gi
∂fi
∂x1

+ fi
∂gi
∂x1

. . . gi
∂fi
∂xn

+ fi
∂gi
∂xn

]
=

m∑
i=1

[
gi
∂fi
∂x1

. . . gi
∂fi
∂xn

]
+

m∑
i=1

[
fi
∂gi
∂x1

. . . fi
∂gi
∂xn

]
=

m∑
i=1

gi

[
∂fi
∂x1

. . . ∂fi
∂xn

]
+

m∑
i=1

fi

[
∂gi
∂x1

. . . ∂gi
∂xn

]
=

m∑
i=1

giDfi +

m∑
i=1

fiDgi

= gTDf + fTDg. (73)

Uwzględniając, że

∇(fTg) = [D(fTg)]
T (74)

otrzymujemy ostatecznie

∇(fTg) = (Df)Tg + (Dg)Tf. (75)
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