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1 Wstep

Zastanawiajac sie nad odpowiednikami dyskretnymi modeli
ciaglych, musimy odpowiedzie¢ na pytanie co rozumiemy przez
odpowiednik dyskretny transmitancji ciagtej; innymi stowy, ja-
kie warunki musi spelnia¢ dana transmitancja dyskretna H(z)
aby mozna ja byto nazwaé¢ odpowiednikiem danej transmitan-
cji ciagtej G(s).

Przypu$émy, ze mamy do czynienia z obiektem o transmi-
tancji G(s), dla ktorego u(t) jest sygnalem wymuszenia za$
y(t) sygnalem odpowiedzi. Jezeli sprobkujemy sygnal wymu-
szenia u(t) z okresem probkowania A, to otrzymamy ciag
liczb {u(kT)}, k = 0,1,2,.... Podobnie, jezeli sprobkujemy
sygnal odpowiedzi y(t) z okresem probkowania A, to otrzyma-
my ciag liczb {y(kT)}, k = 0,1,2,... Zalozmy teraz, ze wy-
muszeniem ukladu dyskretnego H(z) jest ciag liczb {u(kT)},
k = 0,1,2,... Odpowiedziag ukladu dyskretnego na to wy-
muszenie jest pewien ciag liczb {yq(kT)}, £ = 0,1,2,... .
Uktad ten nazwiemy odpowiednikiem uktadu ciaglego jezeli
y(kT) = ya(kT), k=0,1,2,...

Nalezy podkresli¢, ze nie istnieje idealny odpowiednik dys-
kretny ukladu ciaglego. Jezeli nawet powyzszy warunek bedzie
spelniony dla pewnego wymuszenia u(t) oraz okresu probkowa-
nia A, to nie bedzie juz spetniony dla innych wymuszen, czy tez
zmienionego okresu probkowania, a zatem poszukiwanie odpo-
wiednikow dyskretnych transmitancji ciagltych ma sens jedynie
wtedy, gdy zawezamy nasze rozwazania do konkretnego okresu
probkowania sygnaléow ciaglych oraz do pewnej klasy wymu-
szen.

Istnieje kilka sposobéw poszukiwania odpowiednikéw dyskret-
nych transmitancji ciagtych [1, 2, 3, 4]. Jednym z podejsé jest
numeryczna aproksymacja réwnan rézniczkowych odpowiada-
jacych danym transmitancjom ciaglym, przy czym rozroznia-
my w tym przypadku metode oparta na aproksymacji réoznicz-
kowania oraz metode oparta na aproksymacji catkowania. In-
nym podej$ciem jest tzw. metoda réwnowaznosci odpowiedzi
skokowej (ang. Step Response Equivalence w skrocie SRE).

1.1 Roéwnowazosé odpowiedzi skokowej

W literaturze metode te nazywa sie metoda SRE (ang. Step
Response Eequivalence), metoda dopasowania odpowiedzi sko-
kowej (ang. Step Response Maching), lub tez metoda aprok-
symacji skokowo-niezmienniczej (ang. Step-Invariant Approxi-
mation).

Metoda ta polega na takim dobraniu odpowiednika dyskretne-
go H(z) transmitancji ciaglej G(s), aby w chwilach probkowa-
nia kA, k = 0,1,2,... wartoSci odpowiedzi uktadu z czasem
ciaglym byly takie same jak uktadu z czasem dyskretnym, przy
zatozeniu, ze oba uktady zostaly pobudzone skokiem jednost-
kowym.

1.1.1 SRE w dziedzinie czestotliwosci

Warunek ten mozna napisa¢ w postaci

z! {H(z)l_lzl} =Lt {G(s)i}

Z roéwnania (1) otrzymujemy

(1)

t=kT

§ t=m}
=1

= Z{L7 {Grou(s)G()}H,pa } (2)

Zauwazmy, ze pomnozeniu przez z~ ' w dziedzinie operatora
z odpowiada opo6znienie o jeden okres probkowania A w dzie-
dzinie czasu. Z kolei opdznieniu o okres A w dziedzinie czasu
odpowiada pomnozenie przez e~>* w dziedzinie operatora s.
Transmitancja

H(z)=(1-2""Z {[,1 {G(s)l}

1—e B3

Gron(s) = e (3)

S

jest transmitancja ekstrapolatora zerowego rzedu, w skrocie
ZOH (ang. Zero-Order Hold).

Przyklad 1. Wezmy pod uwage nastepujaca transmitancje

4?4+ 175+ 12

Gls) = s24+554+6 (4)

Transformata Laplace’a odpowiedzi na skok jednostkowy jest
réwna

1_482—|—175+12_2 3 1

Y()=G(s)-= ——FF7—F5 = Sx2 sx3

s s(s+2)(s+3) s (5)

skad po zastosowaniu odwrotnego przeksztalcenia Laplace’a
L~ otrzymujemy

y(t) =2-1(t) + 3e7 2 — e, (6)

ztem w dyskretnych chwilach tzn. dla t = kA, k = 0,1,...
mamy

y(kA) = 2 1(kA) + 3e™2FA — e 73k4, (7)

Probkujac sygnat y(t) z okresem probkowania A otrzymujemy
ciag liczb {y(0),y(A), y(2A),. ..}, ktorego transformata Z jest

rowna,
2z 3z z

+ z—e 20 5 _e3A (8)

Y(z) =
(2)=—
Transformata Z skoku jednostkowego jest rowna —*5 a zatem
transformata odpowiedzi obiektu o transmitancji H(z) na skok

jednostkowy wyraza sie wzorem

Y(2) = —2—H(2). 9)

A zatem

Y(2) (10)




i uwzgledniajac zaleznosé (8) otrzymujemy

z—1 2z 3z z

H(z) = P

z z—1

. b022 + b1z + by
T 224 a12+as
. bo —+ blzfl —+ b2272
T 14 a1z 4 agz2

gdzie

Widzimy, ze wspotczynniki transmitancji dyskretnej zaleza od
okresu probkowania A. Przyktadowo, dla T' = 0.2 mamy

4z —5.41442 4+ 1.7119
T 22-1.21912 + 0.3679

H(z)

adlaT =0.1

 42% —6.5228 + 2.6168
T 22— 1.55952 + 0.6065°

Przyklad 2. Dla transmitancji

1
=— 12
R (12)
znalezé odpowiednik dyskretny (w sensie SRE).
Mamy
—1 1 1
H(z)=>"-2{r"! 1
z 1+sT1 s |,ka
:z—lz -1 1T
z s 1+8T1 ) |pa
—1 _ kT
2z fag) - o )
z—1 z z
oz z—1 L _ e—%
—1
S (13)
z—e T
Oznaczajac
B=c T (14)
mozemy napisaé
1-8 (1-p)z1 bzt
H(z) = = = 15
(2) z—f 1— 8271 1+apz=t’ (15)
gdzie a1 = —f, by = (1 — B).
Przyktad 3. Dla transmitancji
1
G(s) = (16)

znalez¢ odpowiednik dyskretny (w sensie SRE).

Na mocy twierdzenia o rozktadzie funkcji wymiernej na utamki
proste mozna przedstwaié rozpatrywang transmitancje w po-
staci sumy

1 a7 [65)

G(s) = _
)= ATt 11T T 11Ty

(17)

gdzie
a; +as =1, a1y + a1y = 0. (18)

Nastepnie otrzymujemy

1 1
SRE«NS»(MSRE(1+SE>4(MSRE<1+§B>

1— —1 _ —1
_ 01( B1)z +a2(1 B2)z
1—prz71 1 — Byz7t
biz= ! 4 bez™2
—_E _Fer (19)
1+az71 +azz2
gdzie
N N
oraz
ay = 751 - ﬂ?a
az = B152,

bi =ai1(l—p1) +a(l—pBs),
by = —ai(1 — fB1)B2 — az(l — B2)P1 -

1.1.2 Odpowiedniki skokowe niektérych innych czlo-
néw dynamicznych

Ponizej podano odpowiedniki skokowe wybranych cztonéw dy-
namicznych [5]. Symbolem A oznaczono okres probkowania.
1. Dla transmitancji
14 sT
(14 sT1)(1 4 sTz)

odpowiednikiem dyskretnym jest

G(s) = (21)

. blz*I —+ b2272
S 14 a1z 4 agz2

H(z) (22)

gdzie
a; = —B1 — P, ag = 3152,
b =a1(1— 1) + az(l — Ba),

by = —ay (1 — B1)B2 — aa(1 — B2) 1,
. Tl—TL TQ_TL
“T -1, T — T,
N _a
fr=e 71, [a=e T2.

2. Dla transmitancji

g Qg =

1+ STL
(1+ 26Ty s + TEs?)

odpowiednikiem dyskretnym jest

H( ) blz_l + b22_2
zZ) =
14+ a1z7t +agz72’

G(s) =

gdzie
ayp = _267

a2 :ﬂ27

b =1—B(p1+ p2),
b2:ﬂ(ﬂ_@1+@2)7 B:eiTAlv



3. Dla transmitancji

14 sT7y,
G(s) = ——
()= o
odpowiednikiem dyskretnym jest
S
H =
(2) 1+a1z71 +agz—2
gdzie
a; = —2 = /32 —eft
1 — ﬂa az = B ) /B =e',
A T,T
by =1- 1+ — — —+
1 6 ( + Tl T12 > )
A TLT
bo=3"-B(1+—
2 =p3 5( + 7 + 72 )

1.1.3 SRE w dziedzinie czasu

Rozwazmy ogélny uktad LTI z czasem ciagtym
z(t) = Acx(t) + Beou(t), (25a)
y(t) = Cex(t), (25b)
gdzie z(t) € R™ jest wektorem stanu, u(t) € R™ jest wektorem

wymuszeri, za$ y(t) € RP jest wektorem odpowiedzi. Rozwia-
zanie rownania stanu (25), dla ¢ > ¢, wyraza si¢ wzorem

t
l‘(t) = eAc(titO)x(to) +/ eAC(tiT)BcU(T)dT- (26)

to
Uktad (25) mozna zdyskretyzowaé. Zakladajac, ze wymuszenie
u(t) jest state miedzy kolejuymi chwilami probkowania
u(t) = u(kA), dlakazdego t € [kA,(k+1)A[ (27)

oraz znajac stan w chwili kA, mozna wyznaczy¢ stan w chwili

(k+1)A

(k+1)A
o((k+1)A) = e P (kA) + / Al Boy(r)dr
Sina
= e Pa(kA) + / oM (DA dr Beu(kA)
kA
A
= M Pa(kA) + / e7dr Beu(kA) (28)
0
Oznaczajac
z(k) = 2(kA), u(k) = u(kA), (29)
A
A=c*2 B :/ T Bodr, C=C., (30)
0

mozemy napisaé¢ rownania odpowiednika dyskretnego
x(k+1) = Az(k) + Bu(k), (31a)
y(k) = Cz(k). (31b)
W dalszym ciagu bedziemy pisaé¢ xj oraz ug zamiast, odpo-
wiednio, z(k) oraz u(k). Zauwazmy, ze wzor (30) jest stusz-
ny rowniez dla uktadéw tymu MIMO. Poniewaz wymuszenie
w postaci skoku jednostkowego jest szczegdlnym przypadkiem
wymuszenie schodkowego, macierze wyznaczone z (30) sa ma-

cierzami odpowiednika dyskretnego w sensie SRE.
Zauwazmy, ze wzory (30) mozna otrzymac z (1). Poniewaz

G(s)=Cu(Is — A)™'B., H(z)=C(Is—A)"'B, (32)

to zaleznosé

1 1
zZ'H =L {G(s)= 33
{ (2)1_21} { (S)S}t—kT 33)
jest rownowazna warunkowi
k-1 kA
cy ATl = cc/ eAFA-TIB dr. k=1,2,...
i=0 0

(34)

w szczegbdlnosci, dla k = 1 otrzymujemy

A
CB=C, / e(B=T B dr. (35)
0

Zauwazmy, ze

A = A — 0
/ MBI B g7 = T / e<¢ B d¢
0

d¢ = —dr A

A A
= / e B.d¢ = / e B.dr
0 0

Zatem uwzgledniajac ten wynik i zalezno$¢ (35) mozemy przy-
ja¢ nastepujacy Ansatz, mianowicie

A
C=0C., B = / et B.dr. (36)
0

Zauwazmy, ze jesli C = C., warunkiem wystarczajacym praw-
dziwoscei (34) jest

k-1 kA
> AFB :/ AR AT, k=1,2,... (37)
=0 0

Zauwazmy, ze dla k = 2 otrzymujemy

2A
B+ AB=(I+A)B = / eACA=TIB dr.  (38)
0

Zauwazmy, ze

2A
/ eACA-TIB dr = (39)
0
A 2A
= / eACA=TIB dr + / eACA=TB dr  (40)
0 A
E=2A—7
d¢ = —dr
A 0
= el / et (A= Bdr — / e?fB.d¢ (41)
0 A
A A
= eAcA/ e Bodr +/ e Bodr (42)
0 0
A
= (I +et) / e" B.dr. (43)
0
Skad wyciagamy wniosek, ze
A =B, (44)

Pokazemy, ze dla takich macierzy A i B, zachodzi

kA
(T+A+... +A = / eABA=TIB A7, (45)
0

Zauwazmy na poczatku, ze

kA
/ eAC(kA_T)BCdT = (46)
(k—1)A
— kA _ 0
€ T :_/ A€ BLdg
dé = —dr A
A A
B / et Bod¢ = / <7 Bedr, (47)
0 0
czyli
kA A
/ eAC(kAiT)Bch = / eACTBCdT7 dla k= 17 2’ e
(k—1)A 0
(48)

Korzystajac z tego wyniku otrzymujemy



kA A 2A kA
/ AEA-T) B 4 — / kAT B dr 4 / AkA-TIB dr 4 4 /

0 0 A

A 24
:eAc(kq)A/ eAC(AfT)BCdT+eAC(k72)A/
0 A
k-1 [2 k-2
= (e2)" / e Bedr + (e2)"
0

}

= [(eACA)k*1 F (™) P T

czyli dla
A

A
eded B= / ee” B.dr, (50)
0

zachodzi

kA
/ eARATIB dr =(I+ A+ ...+ A*" 1B, (51)
0
zatem nasz Ansatz okazal sie prawidlowy, dla macierzy da-
nych wzorem (30) zaleznosé¢ (34) i tym samym (1) jest spel-
niona. Wzoér (30) pozwala nam latwo wyznaczy¢ numerycznie
odpowiednik dyskretny SRE (dla znanej transmitancji uktadu
z czasem ciaglym), bez potrzeby wykonywania skomplikowa-
nych i zmudnych przeksztalcenn koniecznych przy bezposred-
nim wykorzystaniu zaleznosci (1).

1.2 Wyznaczanie realizacji dla danej trans-

mitancji

Pozostaje jeszcze wyznaczenie realizacji (A4, B,C) modelu z
czasem cigglym na podstawie znajomosci jego transmitancji

bnflsn_l + ...+ b(]

Gls) = s"+a,_ 18" 4+ tap (52)
Istnieje nieskoriczenie wiele realizacji (A, B, C) takich, ze
G(s)=C(Is— A)™'B, (53)
jedng z nich jest
0 1 0
A= , B= , (54a)
1
—ay —Qp_1 1
C = [bo bn—1] (54b)

1.3 Identyfikacja odpowiednika dyskretnego

Metode wyznaczenia (identyfikacji) odpowiednika dyskretne-
go w sensie SRE dla ukladu z czasem ciaglym zilustrujemy
na przykladzie obiektu drugiego rzedu. Uogélnienie na model
wyzszego rzedu jest oczywiste. Wezmy pod uwage uktad dru-
giego rzedu, opisany $cisle wlasciwa transmitancja G(s). Sto-
sujac metode SRE (step response equivalence) mozemy znalezé
dyskretny odpowiednik o transmitancji

Y(2) biz7! 4+ bz~
H = =
(2) U(z) 14ar1z7t+apz"2 (55)
Z (55) wynika, ze
(1+a1z7 4 apz™ )Y (2) = (127 + boz2)U(2) (56)

A kA7) B dqr
(k—1)A
kA
eACATIB dr 4+ ... + / e FA=T) B dr

(k—1)A

A kA
/ e Bodr + ...+ / et kAT) B dr
0 (k—1)A

A
/ et” B.dr, (49)
0

[

skad, po zastosowaniu odwrotnej transformaty Z (tzw. trans-
formaty Z71) otrzymujemy

Yk + a1Yk—1 + aoyYk—2 = brug—1 + boug—2 (57)
tzn.

Yk = —01Yk—1 — GoYk—2 + brug—1 + bour—_2 (58)
Wykonujac pomiary sygnalu wejSciowego (wymuszenia)
Ug, U1, ..., uy oraz sygnalu wyjSciowego (odpowiedzi
Yo, Y1, - - -, YN oraz wypisujac rownanie (58) dlak =3,4,..., N

otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan liniowych

Y3 = —aiy2 — agy1 + brug + bouy
Y4 = —ai1ys — apy2 + bruz + bous
(59)
YN = —a1yn—1 — GoYn—2 + b1un_1 + boun_2
ktory mozna napisa¢ zwiezle w postaci macierzowej
Ys —Y2 ! U2 Uy a1
Ya —Ys3 —Y2 ug U2
=1 . ) 0 (60)
. . b1
YN —YN-1 —YN-2 UN-1 UN-2 bo
SN—— M
y A
tzn.
Az =y (61)

Estymator LS (ang. least squares) & wektora parametrow x
jest dany wzorem

i = arg mxin |Az — y| = ATy (62)
Nalezy pamietaé, ze udana estymacja wymaga sygnatu wejscio-
wego o mozliwie szerokim spektrum. Zauwazmy, ze w przed-
stawiona wyzej metoda nie wymaga znajomog$ci transmitancji
obiektu z czasem ciaglym, a jedynie wartosci sprobkowanych
sygnalow wymuszenia i odpowiedzi (tzn. sygnalow wejscia i
wyjscia). Jezeli transmitancja obiektu z czasem ciaglym jest
znana, to odpowiednik dyskretny (w sensie SRE) mozna wy-
znaczy¢ bezposrednio, bez znajomosci wartosci sygnalow wy-
muszenia i odpowiedzi.

2 Zadania

Zadanie 1. Dla transmitancji

1

G(s) = 5———— 63
(5) = 23571 (63)
Wyznacz model w przestrzeni stanu, a nastepnie, korzystajac
ze wzorow (30), wyznacz odpowiednik dyskretny w postaci mo-

delu w przestrzeni stanu i transmitancji. Przyjmij, ze okres



probkowania wynosi A = 0.1 [s]. Transmitancj¢ odpowiednika
dyskretnego H(z)

H(z)=C(Iz—A)"'B (64)

mozesz wyznaczy¢ korzystajac z polecenia ss2tf.

Zadanie 2. Dla transmitancji ciaglej i dyskretnej z Zadania 1
wygeneruj wykresy charakterystyk czestotliwosciowych. Cha-
rakterystyka amplitudowa — dla ukladéw z czasem ciagltym
G(s) na osi OY mamy 20log;, (|G(iw)|), na osi OX za$ w lub
logo(w), dla uktadow z czasem dyskretnym H(z) na osi OY
mamy 20log;, (| H(e")]), na osi OX zas w lub log;(w). Cha-
rakterystyka fazowa — dla ukladéw z czasem ciaglym G(s) na
osi OY mamy arg (|G(iw)|), na osi OX za$§ w lub log;(w),
dla uktadow z czasem dyskretnym H(z) na osi OY mamy
arg (H(e“?)), na osi OX za$ w lub log;o(w). Na podstawie
wykresow z liniowg skalg na osi OX przekonaj sie, ze charakte-
rystyki uktadu z czasem dyskretnym sg funkcjami okresowymi,
z okresem réwnym ws = 27 f5 = 2m/A (Rys. 2).

=~ 0
g i
= 1
€ 50t '
o )
& 100+ I
= . . . 1 .

1072 107" 10° 10" 102 10°

Frequency (rad/s)

0 T
/EC\ 1
1) 1
< -100 i
% 1
% 200 f
[a W |

300 . . . 1 .
1072 107! 10° 10" 102 10°

Frequency (rad/s)

Rysunek 1: Poréwnanie charakterystyk Bodego ukladu z cza-
sem cigglym i jego odpowiednika dyskretnego. Czestotliwosé
probkowania fs = 1/A = 10 [Hz|.
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Rysunek 2: Powielanie wykresu transmitancji widmowej
uktadu z czasem dyskretnym.

Zauwaz, ze dla uktadéw z czasem dyskretnym opisanych trans-
mitancja

H(Z) . bn_lz*I —+ bn_gz*2 —+ ...+ bozinil

= 65
1+an_1z7 ' +apn_oz72+...+agz™" (65)

mamy
|H(elwA)| _ |H(e—1wA)|

oraz

arg (H(ei“A)) = —arg (H(e*i“A)) ,

dlatego charakterystyki czestotliwosciowe ukladéw z czasem
dyskretnym najczesciej wyznacza sie dla przedziatu [0, ws/2].
Czestosé kolowa (pulsacje) ws/2 (czyli polowe czestosci prob-
kowania) nazywamy czestosciqg Nyquista.

Zadanie 3. Poréwnaj charakterystyki Bodego dla uktadu z
czasem ciggltym oraz jego odpowiednika dyskretnego dla okre-
su probkowania A = 0.1[s] (Rys. 1) oraz A = 0.01]s] (Rys.
1).
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Rysunek 3: Poréwnanie charakterystyk Bodego uktadu z cza-
sem cigglym i jego odpowiednika dyskretnego. Czestotliwosé
probkowania f; = 1/A = 100 [Hz].

Zadanie 4. Dla transmitancji i okresu probkowania z Zadania
1

1. Zbuduj model w $rodowisku Simulink, tak jak to przed-
stawia Rys. 4 oraz zarejestruj i wykresl sygnal wejsciowy
U i sygnal wyjsciowy Y. Jako sygnalu wejSciowego uzyj
skoku jednostkowego.

2. Napisz odpowiedni skrypt w srodowisku Matlab, ktory
na podstawie zarejestrowanych wektorow U oraz Y wy-
znaczy wartoéci parametréw modelu dyskretnego.

j y YO » ()

U(s)

Rysunek 4: Schemat symulacji eksperymentu identyfikacyj-
nego.

3. Zbuduj model w srodowisku Simulink, tak jak to przed-
stawia Rys. 5, ztozony z uktadu z czasem ciagltym oraz z
jego zidentyfikowanego odpowiednika dyskretnego. Wy-
konaj symulacje w celu potwierdzenia zgodnosci obydwu
modeli dla sygnatu wejsciowego w postaci skoku jednost-
kowego. Prawidlowe wyniki przedstawia Rys. 6.
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Rysunek 5: Poréwnanie odpowiedzi skokowych modeli z cza-
sem cigglym i dyskretnym.
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Rysunek 6: Odpowiedzi skokowe modeli z czasem ciaglym i
dyskretnym.

Dodatek — analiza czestotliwos$ciowa
Modele z czasem cigglym

Rozpatrujemy model z czasem cigglym Y (s) = G(s)U(s). Jesli
sygnal wejSciowy jest sinusoida

u(t) = asin(wt),

system za$ jest asymptotycznie stabilny, to ustalony sygnal
wyj$ciowy bedzie mial postaé

y(t) = bsin(wt + @),

gdzie

b=a|G({w)|, ¢ = arg G(iw). (66)

Mozna to udowodni¢ w nastepujacy sposob [6]. Dla uprosz-
czenia zaltézmy, ze w chwili poczatkowej system znajduje sie
w spoczynku. (Ze wzgledu na zalozenie stabilnosci, niezero-
we wartos$ci poczatkowe mialyby wplyw na sygnal wyjsciowy
tylko w fazie nieustalonej). Mozna teraz opisaé¢ system wzorem

y(t) = /0 h(r)u(t — 7)dr,

gdzie h(7) jest funkcja o transformacie Laplace’a G(s), tzn.
G(s) = [, f(r)e™*7dr. Oznaczmy

Gils) = /O Ch(r)eTdr,

Poniewaz

l (eiwt _ e—iwt)
. )

sin(wt) =
i

otrzymujemy

t

— g iw(t—7) _ —iw(t—7)
y(t) =5 | hr) [e e } dr
a i : —iw :
=5 [€“'Gy(iw) — e ' Gy(—iw)]

— 22 |Gt(lLU)| {eiwtei arg Gy (iw) e—iwte—iarg Gy (iw)
1
= a |G (iw)| sin (wt + arg G (iw)) .

Poniewaz G¢(iw) dazy do G(iw), gdy ¢t dazy do nieskoriczonosci,
zatem wzory (66) sa udowodnione.

Modele z czasem dyskretnym

Rozpatrujemy model z czasem dyskretnym Y (z) = H(2)U(z).
Jesli sygnal wejsciowy jest sprobkowana sinusoida

ug, = asin(wkA),

gdzie A jest okresem probkowania, za$ system jest asympto-
tycznie stabilny, to ustalony sygnal wyjsciowy bedzie mial po-
stac

Y = bsin(wkA + ¢),

gdzie

b=a ’H(ei“A)| , ¢ = arg H(“?). (67)

Mozna to udowodni¢ w nastepujacy sposob [6]. Dla uprosz-
czenia zalézmy, ze w chwili poczatkowej system znajduje sie
w spoczynku. (Ze wzgledu na zalozenie stabilnosci, niezero-
we wartos$ci poczatkowe mialyby wplyw na sygnal wyjsciowy
tylko w fazie nieustalonej). Mozna teraz opisa¢ system wzorem

n
Yn = Z hkunfk»
k=0

gdzie hy jest funkcja o transformacie Z réownej H(z), tzn.
H(z) = Zzozo hiz~*. Oznaczmy

H,(2) = Z hpz "
k=0

Poniewaz

sin(wkA) = ll (eiwksA _ efika)

)

otrzymujemy

a < . .
_ iw(n—k)A _ —iw(n—Fk)A
In =5 ZO e [e ¢ }

_ % [eiwnAHn(eiwA) _ e—iwnAHn(e—iwA)]

_ 2& |Hn(1wA)| [eiwnAeiarg H, (e
1

=aqa ’Hn(ei‘*}A)| sin (wnA + arg Hn(eiwA)) )

way e—iwnAe—i arg H, (¢'“?)

Poniewaz H,(e?) dazy do H(e“?), gdy n dazy do nieskon-
czonosci, zatem wzory (67) sa udowodnione.
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Rysunek 7: Probkowanie sygnaléw sinusoidalnych o réznych
pulsacjach. Na czarno zaznaczono sygnal o pewnej pulsacji w.
Kolorem niebieskim i czerwonym zaznaczono synaty o pulsa-
cjach, odpowiednio, w + ws oraz w + 2ws, gdzie ws oznacza
czestosé probkowania.

Powielanie widma

Ze wzoru Eulera _
e = cos ¢ +isin ¢,

i27mm

mamy e =1 dla caltkowitych wartosci m. Wynika stad, ze

QWA _ GiwA gizmm _ (e 2R )A

Wynika stad, ze transmitancja dyskretna H(e“?) jako funk-
cja parametru w jest funkcja okresowa, z okresem rownym QK’T.
Zauwazmy, ze %’r = 2rfs = ws, gdzie fs = % jest czestotli-
woscia probkowania, za$ ws jest pulsacja (czestoscia kotowa)
probkowania. Wynika stad, ze charakterystyki czestotliwoscio-
we uktadu dyskretnego wystarczy rozpatrywaé na przedziale o

dtugosci wg. Zauwazmy roéwniez, ze dla

D12 L 4 b0z 24+ . .+ b1z + by

H(z) =
(2) 2+ Q12" a1z +ag

mamy
H(e—iwA) — H*(eiwA).

Wynika stad, ze analize charakterystyk czestotliwosciowych
uktadu dyskretnego mozna ograniczy¢ do przedziatu [0, ws/2].
Wartos$é ws/2 nazywamy czestoscia Nyquista, jest ona rowna
potowie czestosci probkowania. Nalezy podkreslié, ze przedsy-
awione na Rys. 2 powielanie wykresu transmitancji widmowej
uktadu z czasem dyskretnym (w skrocie nazywane powielaniem
widma ukladu) nie jest jedynie artefaktem matematycznym
(ani tym bardziej artystycznym, jak na Rys. 8), ale waznym
zjawiskiem fizycznym, ktore trzeba bra¢ pod uwage przy pro-
jektowaniu ukladéw sterowania. Powielanie widma wynika z
faktu, ze probkowanie sygnalu sinusoidalnego y o czestosci w
z czestoscia probkowania wg generuje taki sam ciag wartosci
yr jak probkowanie (z ta sama czestoscia probkowania) sygna-
tu sinusoidalnego o tej samej amplitudzie ale czestosci rownej
w + Mmwsg, co matematycznie mozna wyrazié wzorem

. . 2m 2m
sin(wkA) = sin [(w + mA> k‘A] , ws = 7

Tlutruje to Rys. 7, na ktorym przedstawiono probkowanie sy-
gnalow sinusoidalnych o réznych pulsacjach. Na czarno zazna-
czono sygnal o pewnej pulsacji w. Kolorem czerwonym zazna-
czono sygnal o pulsacji w + 2ws, gdzie ws oznacza czesto$é
probkowania.

Rysunek 8: Triple portrait du Cardinal de Richelieu par Philippe
de Champaigne, Londres, National Gallery. Armand Jean du Plessis
de Richelieu, dit le cardinal de Richelieu, cardinal-duc de Richelieu
et duc de Fronsac, est un ecclésiastique et homme d’Etat francais,
né le 9 septembre 1585 a Paris et mort le 4 décembre 1642 dans
cette meme ville. Pair de France, il a été le principal ministre du roi
Louis XIII. Réputé pour son habileté voire pour son caractere jugé
retors, souvent critiqué pour sa fermeté intransigeante, il rénove la
vision de la raison d’Etat et en fait la clef de voute de ses méthodes
de gouvernement et de sa conception de la diplomatie et de la po-
litique. Richelieu est considéré comme 'un des fondateurs majeurs
de 'Etat moderne en France. Son action est un dur combat pour un
renforcement du pouvoir royal. Richelieu est aussi célebre pour le
soutien qu’il apporte aux arts ; le fait le plus connu est la fondation
en 1635 de I’Académie frangaise, société responsable des questions
concernant la langue frangaise. [https://fr.wikipedia.org/wiki/
Armand_Jean_du_Plessis_de_Richelieu]
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