1DE2150:A - Modele i identyfikacja ukladéw dynamicznych, lab.
Rekurencyjna metoda LS.

Maciej Twardy
Material przygotowany w ramach projektu ,NERW 2 PW. Nauka — Edukacja — Rozwdj - Wspolpraca”.

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spoleczego. Program

Operacyjny Wiedza Edukacja Rozwdéj 2014-2020, Os priorytetowa III Szkolnictwo Wyzsze dla gospodarki

i rozwoju, Dzialanie 3.5 Kompleksowe programy szkét wyzszych.

1 Metoda RLS

Rekurencyjna metoda najmniejszych kwadratow (ang. recursi-
ve least squares, RLS) nalezy do podstawowych technik iden-
tyfikacji. Stanowi réwniez dogodny punkt wyjscia do wyprowa-
dzenia rownari dyskretnego filtru Kalmana. Rozpatrzymy ,ska-
larny” wariant tej metody, czyli dotyczacy sytuacji, w ktorej
mamy do czynienia z pomiarami skalarnymi (w tym sensie, ze
wynikiem pojedynczego pomiaru jest wielko$¢ skalarna), oraz
zalozeniem, ze wszystkie pomiary sa jednakowo wiarygodne.
Rozpatrujemy uktad réwnan

T
Y1 =a,T+ €

Yo = A3x + €

Y = apx + €

T
Ykt1 = Qp 1T + €q1

gdzie y1,¥2,...,Yx+1 € R oznaczaja wyniki pomiaréw, wek-
tory a1, aq,...,ar+1 € R™, odpowiadajace konfiguracji ukta-
du pomiarowego, sa znane, za$ residua €y, €z,...,€x+1 € R sa
wynikiem szumu pomiarowego. Wektor x € R" jest wektorem
zmiennych estymowanych, ktérych wartosci chcemy wyznaczyé
na podstawie wartosci pomiaréw.

Wprowadzmy oznaczenia

a; a;
A(k:) — e kan7 A(k+1) — c R(k—i—l)xn’ (2)
aj Qg iy
Y1 n
ym = || €ER*, yug D eRM O (3)
Yk Yr+1
€1 €1
ewmy=|:] €R" €pyn = € RFHL (4)
€L €k+1
Korzystajac z (1-4) mozemy napisaé
A
Ay = [aT(k)} ; (5)
k+1
(k)
Y
= 6
Ytk+1) {ykﬂ] ( )

oraz

Yk) = AT + €y, (8a)
Ykt1) = At )T + €p 1) (8b)

przy czym zaleznosci (8) mozna napisaé w rownowaznej posta-
ci

—€(k)s (9a)
—€(k+1)- (9b)

AT — Y =
A+ )T — Y(ht1) =

7, wtlasciwosci pseudoinwersji Moore’a—Penrose’a wynika, ze
wektor

& = Al Yo (10)

minimalizuje funkcje

2
Te(®) = [|[Aw® =y - (11)
zas

Tpp1 = A](Lk+1)y(k+1) (12)

minimalizuje funkcje
Jes1(®) = [[Agpsn @ — ?J(k+1)||2 ; (13)

zatem wektory & oraz &1 odpowiadaja sytuacji, kiedy kwa-
||§, oraz, odpowiednio, wek-
tora He(kﬂ)‘ ;, osiagga wartos¢ minimalna. W jezyku rachun-
ku prawdopodobienstwa odpowiada to minimalizacji wariancji
szumu, przy zalozeniu, ze szum ten ma zerowa wartosé oczeki-
wana, czy moéwiac mniej precyzyjnie, zerowa wartos¢ srednia.
Zatozmy, ze macierz Ay jest pelego rzedu kolumnowego (lub
rownowaznie, ze N (A,)) = {0}) i wprowadzmy oznaczenia

drat normy wektora residuéw He(k)

P, = (A(Tk)A(k))fla (14a)
P = (14(T,€+1)A(,€+1))—1 (14b)
Mamy
& = Al Y
= (A(Tk)A(k))_lA(Tk)y(k)
= PkA(Tk)y(k) (15)
oraz

Py = (A +1)A(k+1)) -

= ([0 =] %))

—1
(A(Tk)A(k) + akHaEﬂ)

= (Pk_l + ak+1az+l)_1

-1
=P, — Poapy (1+ap Pragyr)  ajpy Pe (16)

gdzie w ostatnim przejsciu skorzystano z lematu o odwracaniu
macierzy. Oznaczajac

-1
= (1+aj Praryr) (17)



i uwzgledniajac, ze vy jest wielkoscia skalarng, ze wzoru (16)
otrzymujemy

P, = P, — wPragiap, P (18)

Poniewaz zgodnie z (14) macierz P}, jest symetryczna, mozemy
(18) napisa¢ w postaci

Py = Py — wPragi1(Pragsa)". (19)

Korzystajac z (15) 1 (16) otrzymujemy
Tpy1 = AJ(r/H_l)y(kJrl)
= (A(Tk+1)A(k+1))_1 A(Tk+1)y(k+1)
= (Py — wPrari1a),, Py) (A(Tk)y(k) + ak+lyk+1)

= (I - wPragirai,,) P (A(Tk)y(k) + ak+1yk+1)

P ALy +Prak 1Yt
—_————

Tk

= (I = wPragr1a;,)

= (&, — WwPrart10) 1 Tk) +
(Prari1 — vePraryial Peagyn) yri

. . .
=@ — W Prag10p, 1Tk +

YwPrags1 | 1+ ap 1 Pragyr —ag  Pragy1 | yrsr
it

=y — WPrari1a51 Tk + e Pr@ri1yi

= @i, + VPt (Yos1 — afy T (20)
Podsumowujac, otrzymujemy zaleznosci rekurencyjne

= (1+ap 1 Pragi1) (21a)
Tpi1 = g + W Prapr1 (Yot — aj 1 ®x),  (21b)
Pyi1 = Py — v (Pragi1)(Prag+1)” (21c)

dlak=0,1,....
Zaleznosci (21) mozemy réwniez zapisa¢ w réwnowaznej po-
staci

Kp=(1+afPiax) ", (22a)
Ty = &1+ K Pr—1ay (yp — af&r—1), (22b)
P, =P, 1 — Ki(Pr_1ap)(Pr-1a;)" (22¢)
dla k = 1,.... Zauwazmy, ze napisanie k = 1,... w (21) lub

(22) jest pewnym naduzyciem, poniewaz warunkiem koniecz-
nym istnienia odwrotnosci w (14a) jest k& > n, gdzie n jest
liczbg estymowanych parametrow. W teori powinnismy wyko-
naé¢ co najmniej k = n pomiaréw, wyznaczy¢ Pj i & ze wzo-
row, odpowiednio, (14a) i (15) a nastepnie iterowac zgodnie ze
wzorami (21) lub (22). W praktyce, mozemy zaczaé¢ od k = 0
a macierze Py i &g wziaé ,z sufitu”, np. Py =11 &9 =0, co
ilustruje ponizszy przyktad.

Przyktad 1. Dana jest pewna macierz A € RV*" i wektor
y € RN, (n = 2, N = 50), wyznaczono najpierw estymate
Zons = ATy, otrzymujac wynik

(23)

. [5.0505
Lorls = 19 0614]

ktory zazanczono na Rys. 1 poziomymi czarnymi prostymi. Na-
stepnie, dla poréwnania, zastsowano metode rekurencyjna, ,w
dwoch wersjach”. Najpierw dla k = 2 policzono Ps i &5 ze wzo-
roéw, odpowiednio, (14a) i (15), a nastepnie iterowano zgodnie
z (22). Jak wida¢, dla k = N otrzymano zgodno$é wynikow,
tzn.

5.0505}

LN = Tnrls = |:20614 (24)

Nastepnie arbitralnie przyjeto Py = I i &9 = 0, a nastepnie
iterowano zgodnie z (22). Wszystkie wyniki, te otrzymane w
pierwszym jak i drugim podejsciu, przedstawiono na Rys. 1.
Otrzymane przebiegi sugeruja, ze koricow ewartosci estymat w
obudwu przypadkach sa podobne, oraz, ze im wieksze N, tym
niejsza koncowa réznica. Okazuje sie, ze wartosci macierzy Py
ma wplyw na szybkos$é¢ zbieznosci tych wynikéw, co ilustruje
kolejny przyklad.
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Rysunek 1: Estymaty &1 i &2 z Przykltadu 1.

Przyklad 2. Dla pewnej macierzy A € RY*" i wektora
y € RN, (n = 2, N = 20), wyznaczono najpierw estymate
Znrs = Ay, otrzymujac wynik

(25)

o [98757
nrls =5 0696

Nastepnie przyjmujac warunki poczatkowe

200 = || (20

oraz Py = I [przypadek (a)], Po = I - 10 [przypadek (b)],
Py = I-10? |przypadek (c)], Py = I - 10® [przypadek (d)], za-
stosowano wzory (21), wyznaczajac &s(k) dla k =1,...,N.
Wyniki przedstawiono na Rys. 2. Mozna zaobserwowaé¢ wptyw
macierzy Py na zbiezno$¢ metody, im "wicksza" macierz P,
tym lepsza zbiezno$é¢, jednak o ile uzycie Py = I - 10 zamiast
Py = I daje wyrazna poprawe, to dalsza poprawa wynikajaca
z zastosowania Py = I - 103 zamiast Py = I - 10 jest juz bardzo
mala.
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Rysunek 2: Estymaty &1 i 2 z Przyktadu 2. Warunki po-
czatkowe dla wektora estymaty £1(0) = 0, Z2(0) = 0. Kolorem
czarnym zaznaczono wartosci estymat otrzymane metoda nie-
rekurencyjng 21 (0) = 9.8757, £2(0) = 5.0696. Warunki poczat-
kowe dla macierzy kowariancji: Py = I [panel (a)], Po =1 -10
[panel (b)], Po = I - 10? [panel (c)], Py = I - 10® [panel (d)]

2 Modelowanie zwigzkéw rekurencyj-
nych

Ponizsze przyktady demonstruja w jaki sposéb mozna modelo-
waé zaleznosci rekurencyjne za pomoca petli for. Wiecej infor-
macji na temat sktadni petli for w srodowisku Matlab mozna
otzrymaé¢ po wpisaniu help for w oknie polecenn sSrodowiska
Matlab.

Przyklad 3. Chcemy obliczy¢ pierwsze N = 15 liczb Fibo-
nacciego, ktore sa zdefiniowane nastepujaco r1 = 1, zo = 1,
oraz dla k > 3

Tp = Tp—1+ Tp2 (27)

Mozemy rozwiazaé to zadanie korzystajac z kodu przedstawio-
nego w Listingu 1.
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Rysunek 3: Liczby Fibonacciego [Przyklad 3]

Listing 1.
close all

clear

clc

nfontslatex = 18;
nfonts = 14;

N = 15;
x_k_minus_1 = 1;
x_k_minus_2 = 1;

X = zeros(1,N);
X(1,1) = x_k_minus_2;
X(1,2) = x_k_minus_1;

for k = 3:N
x_k =
x_k_minus_2 = x_k_minus_1;
x_k_minus_1 = x_k;

X(1,k) = x_k;

x_k_minus_1 + x_k_minus_2;

end

figure

plot((1:N),X,’s’, ’MarkerEdgeColor’,’b’,
’MarkerFaceColor’,’b?)

grid on

set(gca, ’FontSize’ ,nfonts) ;

xlabel(’$k$’, ’Interpreter’,’Latex’,
’FontSize’ ,nfontslatex)

ylabel(’$x(k)$’,’Interpreter’,’Latex’,
’FontSize’ ,nfontslatex)

Przyklad 4. WeZmy pod uwage model dyskretny uktadu dy-
namicznego

Tpy1 = Az + Buy (28a)
Ye = Cy (28b)
gdzie
0.4716  0.0662 0.3271
A= {—1.2128 0.6524} , B= {1.0826} ’ (29)
1.0061  —0.6509
¢= [—1.2128 0.6524 } ' (30)

Zatézmy, ze chcemy obliczyé pierwsze sekwencje odpowiedzi
tego ukladu tzn., yo, y1, ..., yn dla nastepujacych zadanych
wartodci sygnatu wymuszenia wug, 41, ..., Un—1, PrzZy znanym
warunku poczatkowym

70 = m . (31)

Przyjmujemy N = 120, za$ wartosci wymuszenia sg okreslone

T (), "

k=0,1,...,N—1,

gdzie

za$ sgn oznacza tzw. funkcje signum. Mozemy to zrobi¢ korzy-
stajac z kodu przedstawionego w Listingu 2.



Listing 2.
close all
clear

clc

nfontslatex = 18;
nfonts = 14;

N = 120;
U = sign(sin(5*pi*(0:N-1)/100));
A = [0.4716 0.0662; -1.2128 0.6524];

B = [0.3271; 1.0826];
[1.0061 -0.6509; -1.2128 0.6524];

Q
1

n = 2; % number of state variables
m = 1; % number of inputs
P = 2; % number of outputs
N = size(U,2);

X = zeros(n,N);

x0 = zeros(n,1);

x = x0;

for k = 1:N
x = Axx + B*xU(:,k);
X(:,k) = x;

end

X = [x0 X];

Y = CxX;

figure(’units’,’normalized’,
’outerposition’,[0 0 0.5 1])
subplot(2,1,1)
plot(0:N,Y(1,:),’s-b’, ’MarkerEdgeColor’,
’b’, ’MarkerFaceColor?’,’b’)
hold on
plot(0:N,Y(2,:),’s-r’,’MarkerEdgeColor’,
’r’,’MarkerFaceColor’,’r?)
axis([0O N -1.5 1.5])
grid on
set(gca, ’FontSize’ ,nfonts) ;
xlabel(’$k$’,’Interpreter’,’Latex’,
’FontSize’ ,nfontslatex)
ylabel(P$y_{1} (k) $, $y_{23(k)$’,
’Interpreter’,’Latex’,
’FontSize’ ,nfontslatex)

subplot(2,1,2)

plot(0:N-1,U(1,:),’s-b’, ’MarkerEdgeColor’,

’b’, ’MarkerFaceColor?’,’b’)
axis([0 N -1.5 1.5])
grid on
set(gca, ’FontSize’ ,nfonts) ;
xlabel(’$k$’, ’Interpreter’,’Latex’,
’FontSize’ ,nfontslatex)
ylabel(’$u(k)$’,’Interpreter’,’Latex’,
’FontSize’ ,nfontslatex)
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Rysunek 4: Wykresy odpowiedzi y na wymuszenie v dla ukta-
du z Przyktadu 4

3 Zadania

Zadanie 1. Pobraé plik dataRLS01.mat i odtworzy¢ wyniki z
Przyktadu 2, w szczeg6lnosci wykresy z Rys. 2.

Tabela 1: Wartosci estymat w kolejnych iteracjach dla Py = I
oraz 5c§°) =0i :&S” =0.

f?ik) j:gk)

0.9148 | -1.1922
1.1409 | -0.9089
3.2650 | 0.4410
7.2354 | 4.2781
8.1422 | 3.9279
8.1631 | 4.0040
8.4482 | 3.8888
8.5624 | 3.9563
9 | 8.6433 | 3.9577
10 | 8.8983 | 3.8481
11 | 9.1027 | 4.2306
12 | 9.1286 | 4.2459
13 | 9.1336 | 4.3017
14 | 9.2878 | 4.6495
15 | 9.3097 | 4.6689
16 | 9.3707 | 4.6657
17 | 9.4015 | 4.6706
18 | 9.3899 | 4.7551
19 | 9.3928 | 4.7610
20 | 9.4074 | 4.8286

00 ~1 O U W N |

Zadanie 2. [1, 2] Zalézmy, ze w zbiorniku mamy roztwoér za-
wierajacy substancje nr 1, ktérej koncentracja wynosi x; oraz
substancje nr 2, ktorej koncentracja wynosi x2. Do dyspozycji
jest aparatura pomiarowa, za pomoca ktorej mozna zmierzy¢
taczna koncentracje substancji nr 1 oraz substancji nr 2 tzn.
(x1 + x2), jednak bez mozliwosci rozréznienia substancji. Sub-
stancje nr 2 mozna usuwaé ze zbiornika poprzez lugowanie,
tak, ze jej koncentracja spada o 1% miedzy dwoma pomiara-
mi z ktorych pierwszy ma miejsce przed lugowaniem a drugi



po hugowaniu. Proces lugowania mozna powtarzaé¢. Rownanie
pomiaru ma zatem postac

Yk = 21 + 0.995 1oy + vy,
= [1 0.99’“*1] T + Vg
= Hyx + vy, k=1,2,... (33)

gdzie

Hi=[1 09971 € R?*!, = Fl} eER?  (34)

€2

za$ v, € R jest szumem pomiarowym, o zerowej $redniej.

Nierekurencyjna metoda LS

Zalozmy, ze wykonano N pomiaréw. Poniewaz

" 1 0.99° vy
Y2 1 0.99 Vg
=1 M . (35)
. . :E2 .
UN 1 099Nt 7% N
—_—
y A
to mozemy obliczy¢ estymate koncentracji
T 4t
o] = any (36)

Rekurencyjna metoda LS

Zalézmy, ze zaczynamy estymacje ,od zera”. Zalézmy, ze po-
czatkowe estymaty maja wartodci 1 = 8.0 i o = 7.0. Chcac
estymowaé dwie rozpatrywane koncentracje mozemy skorzy-
staé¢ z rekurencyjnej metody LS w postaci réwnan

Ky = Po_1HY (1 + Hy P H) ™ (37a)
Ty = Zp—1 + Ky (yp — Hpp—1) (37b)
Pk = (I — Kka)Pk,;L k= 1,27. .. (37C)

Polecenie

Przeprowadz odpowiednie obliczenia uzywajac réznych warto-
$ci poczatkowych wariancji bledu estymacji Py. Dane do zada-
nia (tzn. wartosci kolejnych pomiaréow yy, dla k = 1, ...) znajdu-
ja sie w pliku dataRLS02.mat. Rys. 5 przedstawia estymaty x1
i x5 w funkcji numeru kolejnego pomiaru. Obliczenia przepro-
wadzono dla nastepujacych wartosci poczatkowych wariancji
btedu estymacji Py: panel (a) Py = I, panel (b) Py = I - 102,
panel (c¢) Py =1 -103.

Mozna zauwazy¢, ze dla przypadkow (b) i (¢) po kilkudziesig-
ciu pomiarach estymaty praktycznie osiggaja swoje prawdziwe
wartosci (tzn. wartosci poczatkowych koncentracji rozpatrywa-
nych substancji w roztworze). Przypadek (a) charakteryzuje sie
wolniejsza, w poréwnaniu z pozostalymi, zbieznoscig.
Zatézmy, ze poczatkowe wartosci estymat wynosza £; = 8.0
i &9 = 7.0. Wyznacz kolejne wartosci estymat korzystajac z
rownan (37) 1 wykonaj ich wykres tak jak to przedstawiono
na Rys. 5 [panele (a), (b), i (c)]. Dodatkowo, zadanie mozna
roéwniez wykonaé dla innych warto$ci poczatkowych estymat
(Rys. 6).

Tabela 2: Wartosci estymat w kolejnych iteracjach dla Py =
1-10% oraz #” =8.01 2" = 7.0.

BEREER

1 | 8.0053 | 7.0053
2 | 8.0284 | 7.0052
3 | 8.0027 | 7.0182
4 | 8.0506 | 6.9837
5 | 8.1028 | 6.9406
6 | 8.1338 | 6.9132
7 | 8.2102 | 6.8426
8 | 8.3266 | 6.7322
9 | 8.5533 | 6.5130
10 | 8.7440 | 6.3259
11 | 8.7919 | 6.2783
12 | 8.9890 | 6.0809
13 | 9.0934 | 5.9755
14 | 9.1673 | 5.9004
15 | 9.2603 | 5.8053
16 | 9.3191 | 5.7448
17 | 9.3764 | 5.6856
18 | 9.4687 | 5.5807
19 | 9.5463 | 5.5087
20 | 9.6131 | 5.4386

Zadanie 3. Zal6zmy, ze zaczynamy estymacje ,,od zera”. Za-
t6zmy, ze poczatkowe estymaty maja wartosci &1 =812 =7
oraz, ze poczatkowa warto$¢ macierzy variancji btedu estyma-
cji wynosi Py = I. Rekurencyjny algorithm LS, ktory wwzgled-
nia wartancje szumu pomiarowego ma postaé¢ réwnan

Ky = Py 1 H} (Hy P 1 HF + Ry,) ™"

Ty = Tp—1 + Ki (yp — Her—1)

P, = (I — KyHy) Po_1 (I — K Hy,)" + KR KT
= (I - KyHy)Poey  k=1,2,...

(38a)
(38h)

(38c¢)

Algorytm ten jest szczeg6lnym przypadkiem filtru Kalmana.
Rysunek 5 [panel (d)] przedstawia estymaty &1 i &2 w funkeji
numer6éw kolejnych pomiaréw. Obliczenia przeprowadzono dla
Ry = 0.02, £k = 1,2..., ktore wynikaja z wariancji szumu.
Mozna zauwazy¢, ze po kilkudziesiaciu pomiarach estymaty
praktycznie osiagaja swoje prawdziwe wartosci (tzn. wartosci
poczatkowych koncentracji rozpatrywanych substancji w roz-
tworze).

Polecenie

Zaktadajac poczatkowe wartosci estymat £; = 8.0 1 5 = 7.0,
oraz Py = I, R, = 0.02 dla k = 1,.... wyznacz kolejne esty-
maty (38) i wykonaj ich wykresy tak jak to przedstawia Rys.
5 [panel (d)]. Dane do zadania (tzn. wartosci kolejnych pomia-
row yi dla k = 1,...) znajduja sie w pliku dataRLS02.mat.
Dodatkowo, zadanie mozna réwniez wykona¢ dla innych war-
tosci poczatkowych estymat (Rys. 6).
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Rysunek 5: Estymaty &1 i 22 koncentracji 1 i z2. Pane-
le (a), (b), oraz (c) zgodnie z réwnaniami (37) dla Py = I,
Py =1-10% i Py = I-10?, odpowiednio. Panel (d) zgodnie z
réownaniami (38) dla Ry = 0.02, k =1,2...,1 Pp = I. Warunki
poczatkowe: £1(0) = 8.0 i Z2(0) = 7.0. Czarnymi przerywany-
mi liniami zaznaczono wartosci estymat otrzymanych metoda,
nierekurencyjng [wzory (35) i (36)], odpowiednio, Z; = 9.9841
iZ1 =5.0278
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Rysunek 6: Estymaty #; i Z2 koncentracji x1 i x2. Pane-
le (a), (b), oraz (c) zgodnie z réwnaniami (37) dla Py = I,
Py =1-10% i Py = I-10%, odpowiednio. Panel (d) zgodnie z
rownaniami (38) dla Ry = 0.02, k =1,2...,1 Py = I. Warunki
poczatkowe: £1(0) = 5.7 i 22(0) = 9.3. Czarnymi przerywany-
mi linjami zaznaczono wartosci estymat otrzymanych metoda
nierekurencyjna [wzory (35) i (36)], odpowiednio, 1 = 9.9841
id = 5.0278

4 Lemat o odwracaniu macierzy

Lemat 1. (Lemat o odwracaniu macierzy, ang. matriz inver-
sion lemma) Niech A € R"*" B € R"*™ (C € R™*" oraz
D € R™*™. Jezeli wszystkie odwrotnosci w (39) istnieja to
prawdziwa jest zalezno$é

(A-BD'C) ' =A '+ A 'B(D-CA'B) A
(39)

Dowod tego lematu mozna przeprowadzi¢ bezposrednim ra-
chunkiem, wiecej szczeg6léow na ten temat mozna znalezé w
1, 2].

Ze wzoru (39) wynika, ze dla V € R"*™

(A+vinHt=aA"t A tva+vratv)y-tytat
w szczegblnosci, dla v € R™

(A+v™) P =471~ A (1 +0TA ) ™A™ (40)

W literaturze anglojezycznej rownanie (40) jest znane pod na-
gloJezy! J J p

zwg, rank-one perturbation formula.

5 Uwagi koricowe

Modelujac zwiazki rekurencyjne w srodowisku Matlab®) nale-
zy zwroci¢ uwage, ze elementy tablic sa numerowane (indek-
sowane) od jedynki, a nie jak w wielu innych jezykach progra-
mowania - od zera. Wymuszenia, stany i odpowiedzi uktadow
dyskretnych z regutu numeruje sie od zera, co moze prowadzié
do pomytek. Nalezy zawsze bardzo starannie sprawdzaé zakres
zbieznosci indeksu dla danej zmiennej. Przyktadowo, po wyge-
nerowaniu w srodowisku Matlab®) wykresow z Przykladu 4 i
powiekszeniu ich, uwazna osoba dostrzeze, ze odpowiedzi y(k)
koricza sie na indeksie k = 120, podczas gdy wymuszenia u(k)
koricza si¢ na indeksie o jeden mniejszym, czyli k = 119. Osoby,
ktore nie potrafia wyjasni¢ dlaczego tak jest, powinny uwaznie
przyjrze¢ sie rownaniom (28).
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