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1 Wstep

1.1 Dyskretna transformata Fouriera

Wezmy pod uwage ciag

{ho,h1,...,An_1}, N =2" (1)
nastepnie zdefiniujmy, dlai=20,..., N —1
R N—-1 .
hi=> hge " FHK (2)
k=0
otrzymany w ten sposob ciag
{}Alo,ill,u-,ilN—l}, N =27, (3)

nazywamy dyskretna transformata Fouriera ciagu (1). Bezpo-
$rednim rachunkiem mozna wykazaé, ze

~ 1 ~ s 2mi
h=— ) hpe ®F (4)

Wzor (2) definiuje dyskretna transformate Fouriera (ang. di-
screte Fourier transform, DFT),

{ho,hl,---,thl}]ﬂ{ilo,i”bhn-,ilzvfl}, (5)

za$ wzor (4) odwrotna dyskretna transformate Fouriera.
Wezmy pod uwage funkcje f i f ktore sa zwigzane zaleznoscia,

f)= [ rwe (6)
Zalozmy, ze porza przedziatem [a,b] funkcja f jest rowna 0.

Oznaczmy d = b — a i podzielmu przedzial [a,b] na N odcin-
kow, kazdy o dtugosci d/N. Mamy

fo)= [ st

b
:/ f(t)e it
ab—a _
:/ f(t—l—a)e_l”(t"’“)dt
0

b—a
— e lwa / f(t + a)e_i“}tdt
0

d
— o iwa / F(t+ a)e“ldt
0
d N-1

—iwa ¥ i —iwk%
~e N;}f(kN—i—a)e (7)

k=

zatem dla w = 2xl/d mamy

N-1
~ (27l c2mla d d . 2nikd
FOT) =t g (g e
k=0
d
N

w dalszym ciggu przyjmiemy oznaczenie

fa=i (2;”) . )

Korzystaja¢ z powyzszych zaleznosci otrzymujemy

=1 (10)
oraz
N-1
. 27 (N—Da d d L2m(N—Dk
fn—i=¢e™" Zf(k‘—ka)e_l
N pars N
N-1
M T a Tla d d T
T ~ 2 f (kN + a) R
= e (11)
zatem A e Na -
fa=e T fn (12)

Biorac pod uwage powyzsze, widzimy, ze mozemy wyznaczy¢
przyblizone wartosci funkcji f w wybranych punktach, korzy-
stajac z DFT dla sprobkowanych wartosci funkcji f.

Przyklad 1. Wezmy pod uwage funkcje

_ (t—tg)?

flt)=e” 22 (13)
Mamy

f = [ et

w2(7'2

= 0\ 2me Whe="3 (14)

w szczegdlnosci

|f(w)| = ov2me™ "3 (15)

Przyjmujac o = 1 otrzymujemy wyniki przedstawione na Rys.

0.8
06
“~ 0.4
1-3
02}
0 L
2 0 2 4 6
z [o]

Rysunek 1: Wykres funkeji (13).
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Rysunek 2: Wykres transformaty Fouriera funkcji (13).
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Rysunek 3: Wykres funkcji (13), panel gorny — czesé rzeczy-
wista, panel dolny — cze$¢ urojona.

1.2 Parametry Markowa
Rozwazmy uktad dyskretny SISO n-tego rzedu opisany réwna-

niami stanu
(16a)
(16b)

Tpq1 = Axy, + Buy,
Yk = ka 3

gdzie A € R™" B € R", C € R" Roéwnaniom (16) odpo-
wiada macierz ternsmitancji

H(z)=C(Iz— A)~'B. (17)

Dla uktadu (16) definiujemy tzw. parametry Markowa
hiyo.. hy,...

hi=CB, hy=CAB, ... , hy=CA'B, ... (18)
ogOlnie
hy = CA* B, h, e RP*™  k=1,2,... (19)

Wezmy pod uwage przeksztalcenie przez podobieristwo
(A4,B,C) 5 (PAP~',PB,CP )= (A4,D,0),  (20)

tzn. A= PAP~!,B = PB,C = CP~!. Macierze 4, B, C opi-
suja pewien model w przestrzeni stanu, ktéremu odpowiada

transmitancja H(z) = C(Iz — A)~'B. Poniewaz H(z) = H(z)
(co mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem), mowimy, ze
transmitancja jest niezmiennikiem przeksztalcenia przez po-
dobienistwo. Poniewaz jedynym warunkiem nalozonym na ma-
cierz P jest jej odwracalnosé, to oznacza to, ze danej trans-
mitancji odpowiada nieskonczenie wiele modeli w przestrzeni
stanu. Zauwazmy, ze parametry Markowa (18), podobnie jak
transmitancja, rowniez sa niezmiennicze wgledem przeksztal-
cenia przez podobieristwo

hi =CB=CP 'PB=CB=hy,
hy = CAB = CP 'PAP 'PB = CAB = h,,

h, = CA*B = CP~Y(PAP Y)*PB
= CP 'PA*P~'PB=CA"B = hy,

Zuawazmy, ze dla wymuszenia iech w;(0) =1, ¢ =1,2,...,r
oraz u;(k) =0,i=1,2,...,r, k=1,2,.... Dla takiego wymu-
szenia, przy zerowych warunkach poczatkowych, tzn. zg = 0
mamy yog = 0, y1 = CB = hy, yo = CAB = hy, ogdlnie
yr = CAF"1B = hy. Zatem parametry Markowa sg niczym
innym jak wartosciami odpowiedzi impulsowej uktadu.

1.3 Dyskretna transformata Fouriera

Wezmy pod uwage ciag

{ho, ha, ..

L hy_1}, N=2" (21)

Poddajac ten ciag dyskretnej transformacie Fouriera otrzymu-
jemy

{izo,izl,...,im_l}, N = 2", (22)
gdzie
o N-1 .
hi =) hpe i Tk (23)
k=0

Bezposrednim rachunkiem mozna wykazaé, ze

1 N-1
5 A j2mip
h= N kE:O hke N (24)

Wzér (23) definiuje dyskretng transformate Fouriera (ang. di-
screte Fourier transform, DFT),

{ho,hl,...,hN_l}EE{ilo,ill,...,ilN_l}, (25)

za$ wzor (24) odwrotna dyskretna transformate Fouriera.

IFFT

{ho,hl,...,thl} — {ilo,ill,...,il]\],l}. (26)

Szybka transformata Fouriera (ang. fast Fourier transform,
FFT) jest jedynie pewnym sposobem wyznaczania dyskret-
nej transformaty Fouriera, jednak tak waznym, ze wlasciwie
moéwigec o DFT mamy na mysli FFT. Ogolnie obydwa ciagi,
zar6wno (21) jak i (22) moga by¢ zespolone, ale w rozpatrywa-

nym przez nas kontekscie, ciag (21) bedzie zawsze rzeczywisty,
tzn.

hO,hl,n-,hN—l € R. (27)



Zauwazmy, ze przy takim zalozeniu mamy

N-1
~ 27i
h_;= hpel ™k
k=0
N-1 .
= hk} (e_iLIT\;qk)
k=0
= h} (28)
a takze
= 2m(i+N)
hivn = hkeii Nk
k=0
N-1 A
_ hke—i%k o127k
——
k=0 =1
= h;. (29)

W taki sam spos6b mozemy pokazaé, ze

hivpy = hi dla p=0,41,42,... (30)
Ponadto, mamy X R R
hi=hi-n = hx_; (31)
X N—1
ho = R, (32)
k=0

1.4 DFT i transmitancja ukladu z czasem

dyskretnym
Wezmy pod uwage uktad dyskretny
Tpr1 = Axy + Bug, (34)
Y = C,Tk, (35)

ktéoremu odpowiada transmitancja
H(z)=C(Iz—A)~'B. (36)

Dla stabilnego uktadu dyskretnego, co ma miejsce gdy wszyst-
kie wartosci wlasne macierzy A znajduja sie wewnatrz kota
jednostkowego na plaszczyznie zespolonej, zachodzi

(Iz—A) ' =Tzt A2 4 A%273 .. (37)
co mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Oznaczmy

. hy =CAF B, ...
(38)
Zauwazmy, ze powyzszy ciag jest odpowiedzia impulsowa (przy
zerowych warunkach poczatkowych) rozpatrywanego ukltadu.
Poniewaz H(z) = C(Iz — A)"'B jest transformata Z ciggu
(38), czyli transmitancja H(z) jest transformata Z odpowiedzi
impulsowej uktadu. Poniewaz Y (z) = H(2)U(z), a mnozeniu
transformat odpowiada splot oryginaléw, to znaczy, ze odpo-
wiedz uktadu na dowolny ciag wymuszen ug,uq, ... jest splo-
tem tego ciagu i odpowiedzi impulsowej uktadu. Kolejne warto-
$ci odpowiedzi impulsowej hg, b1, ... nazywamy parametrami
Markowa. Na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona kazda ma-
cierz postaci A™ dla m > n moze by¢ wyrazona jako kombina-
cja macierzy I, A, A%, ..., A", a wspoélczynniki tej kombina-
¢ji mozna wyznaczy¢, oznacza to, ze jesli znamy hg, hi, ..., hy

ho=0, hi=CB, hy=CAB,

pierwszych parametréw Markowa to mozemy wyznaczy¢ pozo-
state. Innymi stowy parametry Markowa hg, h1, ..., h, Wyzna-
czaja jednoznacznie wszystkie kolejne.

Mamy dwa ciagi wartosci, odpowiednio, sygnatu wymuszenia

{ug,u1,...} (39)

oraz odpowiedzi
{yan17"'} (40)

Przy zerowych warunkach poczatkowych mamy
Y(z) = H(2)U(2). (41)
Mamy
[ee] [ee]
U(z) = Zuszk, Y(z)= Zykz*k. (42)
k=0 k=0

_Y(z) S Lk > o Yrz "
H(z) = 0 - kzzohk = S T (43)

Jeslidla k> N yi,urp =0 to

N-1 —k
H(z) = St W2 (a4)
Y opeo ukzk

Przyjmijmy oznaczenie

hi=H (ei"‘ﬁ”) , (45)
wowczas -
hi = hye FE (46)
k=0
Jeslidla k> N h, =0 to
R N-1 _
hi=Y" hye FF (47)
k=0
czyli ciag
{hosr, v } (48)
mozna otzrymacé przez FFT ciagu
{ho,ha,... hn-1}. (49)
Tak samo ciag
{ho,h1,...,hn_1}. (50)
mozna otzrymacé przez IFFT
{i}o,i}l,...,ﬁN,l} (51)
. To samo mozna powiedzieé o parach ciagach
{u(]uulw"vul\ffl}v {'&Oaﬁ/lv"'?ﬁNfl} (52)
oraz
{y07y13"'7yN71}7 {QO7Z)17"'7QN71}' (53)
Zauwazmy, ze
hz_%a :07 7N_1 (54)
U;

mamy




Wynika stad nastepujacy sposdb  wyznaczenia  cia-
gu  {hg,h1,...,An—1}.  Wykonujemy FFT ciagow
{ug,u1,...,un—1} 1 {yo,%1,--.,yn—1}, nastepnie wyznaczy¢
ciag {ho,hl, ey fLN_l} a nastepnie wykonaé¢ IFFT na tym
ciagu.
FFT (. . "
{uo,ul,...,uN_l}—>{u0,u1,...,uN_1}, (56)
FFT (. . .
{yanl,“'anyl}—>{y0,y17"'7yN71}3 (57)
hi=2 =0, N-1 (58)
Uy
soos 5 IFFT
{ho,hl,...,h]vfl}. — {ho,hl,...,h]vfl} (59)
Zauwazmy, ze jeSli utworzymy ciag
27 27 2r N
— 1, =2, == 60
{ N N N 2 } (60)
oznaczmy go
{wh...,w%}, (61)
to wykres, odpowiednio, 20 1og10(|ﬁi|), = 1,..., %, oraz
arg(h;), i = 1,...,%, w funkcji w;, i = 1,...,% daje nam

% dyskretnych punktéw charakterystyki Bodego rozpatrywa-
nego uktadu.

Przyklad 2. Wezmy pod uwage uktad dyskretny

Tpr1 = Axg + Buy, (62a)
yr = Cg, (62b)
gdzie
0.1898 —0.4855 —0.1450
A=1lo4s55  0.1398 ] , B= [0.8940} (63a)

C =[-0.2410 0.4258], (63Db)

Powyzszym réwnaniom stanu odpowiada transmitancja
H(z)=C(Iz— A)™'B, (64)
uwzgledniajac (63) otrzymujemy

—0.3457271 — 0.0690z 2

H =
(2) = T 03796:-1 T 027172

(65)

czyli
—0.3457= — 0.0690
H(z) = 66
(2) = 2037965 T 02717’ (66)

Na Rys. 4 przedstawiono wykres Bodego dla tego uktadu.
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Rysunek 4: Wykres Bodego

Nastepnie, przy zerowych warunkach poczatkowych, po-

dano sygnal wymuszenia zlozony z N = 1024 pro6-
bek, wug,u1,...,un_1, Pprzy czym pierwsza polowa
probek to wartosci (pseudo)losowe, natomiast dru-
ga polowa to wartosci zerowe. Zarejestrowano (ob-
liczono) wartosci  odpowiedzi ukladu, wo,y1,-..,YnN—1-
Wykresy  obydwu  sygnaléw  przedstawia Rys. 5
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Rysunek 5: Wykresy sygnaléw wymuszenia i odpowiedzi
uktadu

Nastepnie na obydwu ciagach wykonano FFT i otrzymane
wyniki podzielono jedne przez drugi, element po elemencie,
zgdnie ze wzorem

LN -—1 (67)

Nastepnie wykonano wykresy wartosei 20log,o(|hil), i

1,...,%,orazarg(hi),i:1,...,%7qunkcjiwi,i:1,...,%
dla
27 27 2r N

Otrzymujac wynik przedstawiony na Rys. 6
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Rysunek 6: Wykres Bodego na podstawie FFT parametrow

Markowa

Na koniec, w celu dodatkowej weryfikacji wynikéw, wyznaczo-
no parametry Markowa uktadu ze wzoru (38) i poréwnano z
ciggiem otrzymanymi przez IFFT ciagu {ho, . .., hy_1}, otrzy-
mujac petng zgodnosé. Tabela 1 przedstawia wartosci pierw-
szych kilku parametrow Markowa rozpatrywanego ukltadu.



Tabela 1
IFFT wzor (38)

ho | -0.0000 0

hi | -0.3457 -0.3457
hy | -0.2002 -0.2002
hs | 0.0179 0.0179
hs | 0.0612 0.0612
hs | 0.0184 0.0184
hg | -0.0097 -0.0097
h7 | -0.0087 -0.0087

2 Zadania

Zadanie 1. Powtorzy¢ obliczenia z Przykladu 2 i wykonaé
odpowiednie wykresy.

Literatura

[1] Richard G Lyons. Wprowadzenie do cyfrowego przetwa-
rzania sygnatow. Wydawnictwa Komunikacji i Lacznosci,
Warszawa, 2010.

[2] Jer-Nan Juang and Minh Q Phan. Identification and Con-
trol of Mechanical Systems. Cambridge University Press,
Cambridge, 2001.

[3] Jer-Nan Juang. Applied System Identification. Pearson
Collage Div, 1994.



