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1 Parametry Markowa i macierze

Hankela

Rozwazmy $cisle wlasciwy uktad dyskretny n-tego rzedu opi-
sany rownaniami stanu

Tkr1 = Az + Buy (0a)

gdzie A € R"*" B € R™*™ (C € RP*™ zas m i p oznaczaja,
odpowiednio, liczbe wyjsé i uktadu. Réwnaniom (1) odpowiada
macierz ternsmitancji

H(z) = C(Iz — A)~'B. (1)

W dalszym ciagu bedziemy zakladaé, ze realizacja (A, B, C)
jest minimalna, tzn. ze uktad jest sterowalny i obserwowalny,
w szczegblnosci rzad macierzy obserwowalnosci R, i sterowal-
noéci R jest rowny n

rank R, = n, rank R, = n, (2)
gdzie
C
CA
R, = | CA® | erOWxn, (3)
CAn!

R.=[B AB A’B ArTLB] e R™Ume) (4)
Innymi stowy, macierz obserwowalnosci R, jest pelnego rzedu
kolumnowego, a macierz sterowalnosci R. jest pelnego rzedu
wierszowego. Zdefiniujmy macierz, tzw. pierwszg macierz Han-

kela

Hi = RoR.. (5)
Mamy
CB CAB CA™ B
CAB CA’B CA"B
H, = _ e R(p)x(nm)
CA™'B CA"B CA?*"—2B

(6)
Warunek (2) implikuje rank H; = n.
Dla ukladu (1) definiujemy tzw. parametry Markowa

By b, ...
hy = CB, hy =CAB, , hy =CA*1B, ... (7)
ogOlnie
hy = CA*1B, hy € RPX™ E=1,2,... (8)

Wezmy pod uwage przeksztatcenie przez podobienistwo

(4,B,C) 5 (PAP~',PB,CcP™ ") = (A,D,C), (9)

tzn. A= PAP~!,B = PB,C = CP~'. Macierze 4, B, C opi-
suja pewien model w przestrzeni stanu, ktéremu odpowiada
transmitancja H(z) = C(Iz — A)~'B. Poniewaz H(z) = H(z)
(co mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem), mowimy, ze
transmitancja jest niezmiennikiem przeksztalcenia przez po-
dobienistwo. Poniewaz jedynym warunkiem nalozonym na ma-
cierz P jest jej odwracalnodé, to oznacza to, ze danej trans-
mitancji odpowiada nieskonczenie wiele modeli w przestrzeni
stanu. Zauwazmy, ze parametry Markowa (7), podobnie jak
transmitancja, rowniez sa niezmiennicze wgledem przeksztal-
cenia przez podobieristwo

hy =CB=CP 'PB=CB = hy,
hy = CAB = CP 'PAP 'PB = CAB = h,,

h, = CA*B = CP~Y(PAPY)*PB
=CP 'PA*P~'PB=CA"B = hy,

Zauwazmy, ze dla realizacji
(A,B,C) = (PAP~', PB,CP™}), (10)

macierze obserwowalnoéci i sterowalnosci sg dane, odpowied-
nio, przez

¢
cA
R,=| CA* | ¢ ROw)xn (11)
CAnt
R.=[B AB A’B Ar=1B] e R™mP) (12)
czyli
R, = R,P 1, R, = PR.. (13)
Mamy
R,R. = R,P"'PR. = R R. = H,. (14)

Tak zawana druga macierz Hankela jest zdefiniowana wzorem
H; = R,AR., mamy

RoAR. = R, P"'PAP'PR, = R,AR. = H,. (15)

Macierze Hankela sg niezmiennicze wzgledem przeksztalcenia
przez podobieristwo, co nie powinno by¢ zaskakujace, jesli wez-
mie sie pod uwage, ze ich elemantami sg parametry Markowa,
ktore sa niezmiennicze wzgledem przeksztalcenia przez podo-
bienistwo.

Postawmy teraz nastepujacy problem. Niech beda dane ma-
cierze Hankela H; i Hs, odpowiadajace pewnej realizacji
(A, B,C), chcemy wyznaczy¢ jaka$ realizacje stopnia n, dla
tych macierzy, (A,B,CN') Stowo ,,jakas” wynika stad, ze jak
juz wiemy, takich realizacji jest nieskoriczenie wiele. Problem



ten mozemy rozwiaza¢ nastepujaco, zalézmy, ze (zwarty) roz-
ktad SVD macierzy H; jest postaci H; = UX V™. Zrobmy teraz
nastepujacy Ansatz

H, =UZV"™ = R,R., (16)
gdzie ~ . } )
R, =UXz2, R.=X%2V". (17)
Jezeli nasz Ansatz jest prawdziwy, to musimy mie¢
RP'=R,=Ux? = P=x"3U"R, (18)
PR.=R,=%?V" = P~ ' = RVX 3. (19)

Powinni$my otrzymaé¢ PP~ = P~1P = [. Istotnie mamy Za-
uwazmy najpierw, ze P € R"*" oraz
PPl =¥ 3UR,R VY2
= NTIUTH, VR ?
=N UTUSVTVY
=1 (20)
Poniewaz dla macierzy kwadratowej moze istnie¢ co najwyzej
jedna macierz odwrotna, to mamy
PP =RVEIX3U"R,
=RVE'UTR,
= R.H{R,
= RC(RORC)TRO
=1 (21)
Zauwazmy, ze rzeczywiscie, dla takiej macierzy P, mamy
R.= PR,
= " 2UR, R,
— Y 3U"H,
— T UUSY"
=Ny (22)
oraz
R, = R,P~!
= R,R.VE™?
= H\ VY2
—USV"VE 3
= US>, (23)
Widzimy zatem, ze jesli macierz Hankela H; = UXV™ odpo-
wiada realizacji (A, B, C), to dla macierzy
R,=U%?,  R.=x3V" (24)
mamy ~ ~
R, = R P!, R. = PR,, (25)

gdzie, R,, R. sa macierzami, odpowiednio, obserwowalnosci
i setrowalnosci, dla realizacji (A, B,C). Zatem macierze R,
R. sa macierzami, odpowiednio, obserwowalnosci i setrowal-
nodci, dla realizacji (PAP~, PB,CP~1), ktéra oznaczamy
(A, B, C). Wyznaczeie macierzy B i C jest stosunkowo proste.
Mamy

e R("P)xn (26)

Ar—1B] e R™mp) - (27)

zatem
B= R [Iﬂ 7 (27a)
C=[I, 0]R,. (27b)

Natomiast macierz A mozna wyznaczy¢ nastepujaco. Mamy
Hy; = Ry AR, = R,P"*PAP 'PR. = R AR, (28)

zatem

Hy=UX2A%:V". (29)

Mnozac to réwnanie lewostronnie przez U™, prawostronnie

. . . 1
przez V', a nastepnie lewostronnie i prawostronnie przez >~ z,
otrzymujemy

A=Y :UTH, VY 2. (30)

Parametréw Markowa bedziemy uzywaé do wyznaczenia reali-
zacji ukladu, czyli zanlezienia trojki macierzy A, B i C dla
ktorej H(z) = C(Iz — A)~'B. Kazdy uklad ma nieskoricze-
nie wiele realizacji, wszystkie one maja te sama trensmitancje.
Realizacjg minimalng nazywamy realizacje w ktorej macierz A
ma najmniejszy stopieni, sposrod wszystkich innych realizacji
o tej samej transmitancji. Kazdy uktad posiada nieskoricze-
nie wiele realizacji minimalnych, dla dowolnych dwoch takich
realizacji istnieje macierz odwracalna P € R™*™, taka, ze jed-
na z tych realizacji moze by¢ otrzymana z drugiej za pomoca
przeksztalcenia przez podobieristwo.

Wyznaczenie realizacji uktadu zaczynamy od zbudowania z pa-
rametrow Markowa tzw. macierzy Hankela

hi  hgg1 oo hiyp_1
HZ“B _ hk'-&-l hk'+2 hk-&-ﬁ € RoMXPp,
hita—1 Pita -+ Pkgatp—2

k= 1,2,.... W dalszym ciggu zalozymy o = 8 = n. Dla
uproszczenia notacji, indeksy «, 8 bedziemy pomija¢ w sy-
tuacji kiedy ich warto$é bedzie znana z kontekstu. Bedziemy
potrzebowaé macierzy Hy i Hy, ktore bedziemy nazywaé, od-
powiednio, pierwsza i druga macierza Hankela. Dlaa = 3 =n
mamy

(h1 hy ... hy
ha  hs hpt1
H=|. . o | errmxne, (31)
_hn hn+1 e h2n—1
[ he  hs ... hoys
hs  hyg P
Hy=| . . LT e R, (32)
_hn—i-l hn+2 v h2n

2 Algorytm realizacji wlasnej

Jedna z metod wyznaczania realizacji jest tzw. algorytm re-
alizacji wlasnej ERA (ang. eigensystem realization algorithm).
Zaktadamy ze znany jest stopieri uktadu n, oraz ze ekspery-
mencie identyfikacyjnym wyznaczono parametry Markowa. Za-
cynamy od zbudowania macierzy Hankela Hy i Hy zgodnie ze



wzorami (31). Nastepnie wyznaczamy rozktad SVD macierzy
Hankela H;

H, =UXV". (33)
Nstapnie oznaczamy

R.=%2VT", (34)

a nastepnie wyznaczamy macierze A, B i C

A=Y"3UTH, VY2 (34a)
B=R. [Iﬂ , (34b)
C=1I, 0]R, (34c)
Zauwazmy, ze
I’HL
]

to macierz utworzona z pierwszych m kolumn macierzy R.,
czyli w notacji srodowiska Matlab®) R.(:,1:m) a

[1, 0] Ro

to macierz utworzona z pierwszych p wierszy macierzy R, czyli
w notacji srodowiska Matlab@®) Ro(1 : p, :).

Wzory (35) wymagaja uzasadnienia. Mozna pokazac, ze reali-
zacje (A, B,C) i (A, B, C~') sg ze sobg zwigzane przez podobien-
stwo 1 ze macierz tego przeksztalcenia (oraz jej odwrotnosc) to

P=%"2U"R,, P '=R/VX 3. (35)

3 Zadania

Zadanie 1. Dla uktadu SISO 4-go rzedu zmierzono (bez szu-
mow) probki odpowiedzi impulsowej (parametry Markowa)
[Rys. 1]. Wyniki pomiaru przedstawia Tabela 1 Wyznacz re-
alizacje ([L B, C’) tego uktadu metodg ERA.

Wyniki:
0.7035  0.2537  0.0425 —0.0051
A | —02537 03672 0.2644 —0.0478 (350)
- 0.0425 —0.2644 —0.5956 —0.3416 |7
—0.0051  0.0478 —0.3416 —0.2185
—1.0341 ~1.0341 1"
. —0.3692 ~ 0.3692
B=1 o021 |° 9= o021 (35b)
—0.0095 —0.0095

Tabela 1: Parametry Markowa

] parametr \ wartosé \

ho 0
h1 0.9337
ho 0.9987
hs 0.5112
hy 0.3512
hs 0.2442
he 0.1403
hz 0.1067
hs 0.0584
0.8
0.6
Sé -
0.4r i
0.2r -
O ‘ | ]
0 2 4 6 8
k

Rysunek 1: Wartosci odpowiedzi impulsowej. [Zadanie 1]

Zadanie 2. Wezmy pod uwage realizacje

0.0176 —0.2951  0.0074  0.2774
A_ | —02271 0.0630 -0.0366 —0.3827 (350)
- 0.0653  0.0105 —0.4767  0.3017 |’ \2°°
0.3291 —0.3349  0.3066 —0.0886
—2.0518 0.5080 17
—0.3538 0.2820
B=1 _pg236 | = 0.0335 | - (3°d)
—1.5771 ~1.3337

Sprawdz, ze uklad opisany ta realizacja ma takie same para-
metry Markowa jak te z Tabeli 1. Wyznacz macierz przeksztal-
cenia przez podobienstwo P taka, ze A= PAP 1, B = PB,
C=CcpP'.

Wyniki:

—0.0244 —0.3150  0.1371  0.6865
1.2922 —0.1266  0.5910 —1.7273
P=1 02578 03643 —2.2215 13992 | (35

—1.2192 0.5726 —0.8786 1.9221

1.3336 1.8052  0.1534 1.0242
—0.3977 1.9934 —-0.3634 2.1751
0.5439 0.6519 —0.5584 0.7898
1.2129 0.8485 —0.0497 0.8764

Pl = . (35f)



